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内 容 摘 要 

 

材料的微观结构对其宏观性能有显著的影响，通过对材料的微观结构进行优化设

计，可以获得具有特殊宏观性能的材料。本文基于均匀化理论求解微结构的等效弹性

性能，利用拓扑优化技术对材料的微观构型进行优化设计，以得到具有极限弹性性能

和极限负泊松比特性的微观构型。 

首先，基于均匀化理论求解材料微结构的等效弹性矩阵，为利用成熟的拓扑优化

技术，将基于均匀化理论的等效弹性矩阵表达成基于应变能等效的能量表达式，通过

与相关权威文献的计算结果进行对比，以验证本文基于能量均匀化方法求解材料微结

构等效弹性性能的正确性和有效性。相关数值算例表明，对于材料组分比相同但截取

自不同周期性结构的不同微结构单胞，其等效弹性性能差异明显，但不同的网格数目

对等效弹性性能的影响足以忽略，对于截取自同一周期性结构的不同微结构单胞具有

完全相同的等效弹性性能。 

然后，基于改进的 SIMP 材料插值模型，以微结构的等效弹性矩阵中的某项或某

几项加权组合最大作为优化目标，以材料组分比为约束，实现了具有最大水平抗拉压

刚度、最大竖直抗拉压刚度、最大抗剪切刚度、最大水平竖直双向模量之和以及最大

体积模量的材料微结构的最优拓扑构型设计。分析表明，对于较简单的优化目标，如

水平抗拉压刚度最大、竖直抗拉压刚度最大、抗剪切刚度最大、水平竖直双向模量之

和最大，不同材料组份比和网格数目对最优拓扑构型、等效弹性矩阵及优化目标值的

影响较小，对于较复杂的目标，如体积模量最大，不同材料组分比和网格数目对最优

拓扑构型、等效弹性矩阵的影响较大，但对其最优目标值的影响较小；不同初始结构

布局下的最优拓扑构型和等效弹性矩阵差异明显，特别对于如体积模量最大这种较复

杂的目标，但其最优目标值差异较小，表明初始结构布局对材料微结构的最优拓扑构

型具有指引性作用，并使其优化迭代过程稳定。 

最后，通过预先设定目标弹性矩阵，采取优化目标与预先设定目标平方差的加权

组合最小为优化目标，以材料组份比为约束，实现了具有极限负泊松比的材料微结构

构型的优化设计。分析表明，不同材料组份比下的最优拓扑构型与等效弹性矩阵差异

明显，但其优化目标值  的差异较小，在不同网格数目下的最优拓扑构型、等效弹性

矩阵及优化目标值  的差异均较小；不同初始结构布局对材料微结构的最优拓扑构型

具有指引性作用，并使其优化迭代过程稳定。 

关键词：拓扑优化  能量均匀化  材料微结构  极限弹性性能  极限负泊松比  
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Abstract 

 

The microstructure of materials have significant effect on the macro properties, the 

materials with special macro-properties can be obtained by the optimal design to the 

material microscopic structure. In this paper, based on the homogenization theory, the 

equivalent elastic properties of microstructure is to solve, the extreme elastic performance 

and extreme negative poisson's ratio characteristics of the micro-configurations can be 

obtained by the topology optimization technology. 

Based on the homogenization theory, the equivalent elastic matrix of the material 

microstructure is to solve, in order to make use of the mature topology optimization 

technology, the equivalent elastic matrix based on the homogenization theory is  

expressed by the one based on the strain energy equivalent energy method. By comparing 

the calculation results with the related authoritative literature, the correctness and validity 

of the solution to the equivalent elastic performance of material microstructure based on 

energy equalization method is verifed. some relevant numerical example shows that the 

material's volume of the microstructure are the same but the different microstructure unit 

cell from different periodic structure, the equivalent elastic performance of the 

microstructure is obviously different, the influence of the different number of grid on the 

equivalent elastic properties is small enough so that can be ignored, and the different 

microstructure unit cell from the same periodic structure have the same equivalent elastic 

properties.  

Based on the modified SIMP interpolation model,with the goal of maximizing the one 

or several of the weighted combination of the equivalent elastic matrix of the 

microstructure, to the material's volume rate as the constraint, the optimal topology 

configuration of material microstructure is achieved which has the maximum horizontal 

axial rigidity, the maximum vertical axial rigidity, the maximum shear stiffness, the 

maximum sum of horizontal and vertical modulus and the maximum bulk modulus. The 

analysis result shows that for a simple optimization goal such as the maximum horizontal 

axial rigidity, the maximum vertical axial rigidity, the maximum shear stiffness, the 

maximum sum of horizontal and vertical modulus, the material's volume and the number 

of grid has little influence on the optimal topology configuration and the equivalent elastic 

matrix and the optimization value. And for a more complex optimization goal such as the 

maximum bulk modulus, the material's volume and the number of grid has significantly 
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influence on the optimal topology configuration and the equivalent elastic matrix, but has 

little influence on the optimization value. The optimal topology configuration and the 

equivalent elastic matrix under different initial layout is obviously different, and the 

difference of the optimization values is less obvious, Especially for this more complex 

optimization goal such as the maximum bulk modulus,  and all above that indicates the 

initial layout has guidance function on the optimal topology configuration of material 

microstructure and make the iteration process stable. 

Finally, by preseting the target elastic matrix, with the goal of minimizing the weight 

conbinatin of the square error of the optimized target and the preseted target, to the 

material's volume rate as the constraint, the optimal topology configuration of material 

microstructure is achieved which has extreme negative poisson's ratio. The analysis result 

shows that the optimal topology configuration and the equivalent elastic matrix of the 

different material's volume is obviously different, the difference of the optimization value 

is less obvious, but the optimal topology configuration, the equivalent elastic matrix and 

the optimization value all is less obvious. The initial layout has guidance function on the 

optimal topology configuration of material microstructure and make the iteration process 

stable. 

Keywords: topology optimization; energy equalization method; material 

microstructure; extreme elastic properties; extreme negative poisson's ratio;
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引  言 

 

高技术的发展对材料的属性提出了越来越高的要求，而某些属性已超出了自然界

所能提供的范围，复合材料因具有传统材料所不具备的优良性能，如质量轻、比强度

高、比模量大等优点，而被广泛应用于航空、航天、高端武器装备、精密机械设备等

工程领域。由于复合材料良好的可设计性，可以通过设计特定或极限性能的材料来替

代传统材料。复合材料在细观尺度上的最小重复单元称为其微结构，工程上考虑的往

往是复合材料的宏观力学性能，然而复合材料的微观结构对其宏观力学性能有很大影

响，通过对微观结构的构型进行优化设计可以获得具有特定或极限宏观性能的材料，

如具有极限弹性性能、极限负泊松比、零或负热膨胀系数、极端热传导性能的复合材

料。本文基于应变能等效的能量均匀化方法求解微结构的等效弹性性能，利用成熟的

拓扑优化技术对材料的微观构型进行优化设计，以得到具有极限弹性性能和极限负泊

松比特性的微观构型，其研究成果有助于突破传统材料、结构优化的局限，充分发掘

材料的潜力，从设计的角度提高材料性能。 



三  峡  大  学  硕  士  学  位  论  文 

2 

1 绪论 

1.1 课题来源 

本课题得到湖北省对外科技合作项目“基于拓扑优化方法的材料-结构的多尺度

创成式设计技术研究”(2015BHE026)的资助。 

1.2 研究背景与意义 

由两种或以上不同性能、不同形态的原材料复合而成的材料，称为复合材料。因

为组分材料之间可以相互补充，复合材料具有传统材料所不具备的优良性能[1]，如质

量轻、比强度高、比模量大、可设计性等优点，因而广泛地应用于航天、航空、汽车、

建筑、化工和体育器材等领域。此外，复合材料还具有良好的可设计性，可以设计特

定性能的材料来代替传统材料。例如可设计具有高性能比的材料用于工程结构如在航

空航天、高端武器装备、精密机械仪器等领域中；或是特殊热弹性性能材料如“零膨

胀”材料用于高精度仪器如微纳米测量仪器中，以减少温度对测量精度的影响[2,3]。  

材料在细观尺度上最小的重复性单元称为其微结构。工程上考虑的往往是复合材

料的宏观力学性能，然而其微结构可以影响其宏观性能并对材料失效的检测和材料设

计等有着关键的作用[4]。对微结构的拓扑优化设计问题可分为两种[5]：一是使材料满

足给定性能的最小体积含量问题，如零泊松比材料设计问题，负热膨胀系数材料设计

问题；二是满足一定材料体积约束和对称边界条件下，具有极端性能的材料微结构构

型问题，如极端弹性性能材料设计、极端导热性能材料设计。材料的设计问题与材料

的优化问题息息相关。通过对复合材料微观构型的优化设计获得具有特殊性能的复合

材料已成为目前材料领域科研工作者研究的热点。复合材料的定量设计与优化已经成

为目前材料设计的重点研究对象之一。它不但可以应用于复合材料的设计与制造，还

可为材料科学的研究提供力学的理论依据[4]。 

基于上述分析，本课题拟基于均匀化理论求解材料微结构的等效弹性性能，利用

拓扑优化技术对材料微观结构进行优化设计，以得到具有极限物理特性的微观构型。

研究成果有助于突破传统材料、结构优化的局限，充分挖掘材料潜力，从设计的角度

提高材料性能。因此，本课题无论从理论上、还是工程应用上均有重要的研究意义和

价值。 

1.3 国内外研究现状 

1.3.1 材料微结构等效性能预测的研究现状 

复合材料具有优于常规材料的性能，在工程领域被广泛应用，由于其组分、体积

分数、几何分布形态以及界面等具有多样性和复杂性，使其力学性能的实验研究因受

到制备，加工条件等的影响而具有一定的局限性[6]。因而复合材料的等效力学性能预

测的理论研究具有重要意义，也成为了广大科研工作者的研究热点，目前也取得了较



三  峡  大  学  硕  士  学  位  论  文 

3 

多的研究成果。 

对复合材料等效弹性性能的理论预测研究由来已久，从最基本的复合材料等效性

能的 Voiget-Reuss 上下限[7,8]，到更为精确的二维各向同性复合材料的 Hill-Hashin[9,10]

上下限和三维各向同性复合材料的 Hashin-Shtrikman[11]上下限，即复合材料等效弹性

模量的混合律计算公式，这些公式都只涉及到复合材料各组分的性能及其体分比，所

以其结果也是比较粗糙和近似的；后来这些等效弹性性能的上下限发展为更为复杂的

各向异性复合材料等效性能的上下限预测[12,13]，如 Torquato 等[14]引入 n 点修正函数，

使得各向异性材料等效性能预测的上下限取得了进一步的发展。而复合材料等效弹性

性能的精确预测方法与理论更是大家研究的重点，1957 年英国科学家 Eshelby 等[15]

利用等效夹杂理论计算了由各向同性材料组成的复合材料的等效弹性性能； 

Budiansky[16]和 HilI[17]进一步发展了自洽方法，将其推广到多相复合材料的等效弹性

模量；在此基础上，Christensen 和 Lo[18]给出了球形颗粒及长纤维增强复合材料的等

效弹性模量；另外较为成熟的理论还有 Mori-Tanaka[19]方法和微分介质方法 [20]。

Mori-Tanaka 方法可用于计算含有相应变夹杂的材料基体中的平均应力，该方法实质

上与 Eshelby 等效夹杂理论相似，由于该方法计算简单，被广泛用于各种异质复合材

料等效性能的预测；微分法的基本过程为：假设有一体积为 V0 的均质基体材料，其

弹性常数张量为 L0，首先从这一均匀介质中取出体积为 V 的材料，同时在该基体介

质中均匀地嵌入同样体积的增强颗粒材料，从而形成的复合材料的等效模量为

0L L ，然后以有相同弹性模量的复合材料为均匀介质，继续上述“取出-添入”的过

程，最终使复合材料中增强相的含量达到要求的定值为止。 

上述等效性能的预测方法往往是建立简化的物理模型或基于近似的假设。与这些

方法不同，二十世纪七十年代发展起来的均匀化方法[21]是一种严格的数学方法，属于

多尺度摄动方法的范畴。它是根据复合材料微观周期性的特点，以连续介质理论为基

础，采用扰动理论，将物理场按表征微观结构尺度的相关小参数进行渐近展开，得到

材料的宏观属性，既能从微观尺度分析材料的等效模量和变形，又能从宏观尺度分析

结构的响应。国内外研究入员利用均匀化技术相继实现了复合材料等效弹性性能、热

膨胀性能及热传导性能的预测[22,23,24,25]。 

1.3.2 材料微结构拓扑优化的研究现状 

拓扑优化作为当前结构设计领域最具有挑战性的研究课题，涉及到数学、力学、

机械、计算机技术和材料科学等多个学科，被认为是结构初始设计阶段确定材料布局

的最有效方法，可为高层次的设计者提供产品结构的概念设计，降低设计周期[26]。拓

扑优化方法既能优化宏观结构也可以优化材料的微观构型，从而进一步的利用材料的

潜在性能，消除材料、结构的界限，并对隔热防震技术、汽车工程材料、航空航天飞
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行器与风力发电装置等相关高科技工业应用领域的发展产生了巨大的推动作用。 

在国外，拓扑优化已经成为一个炙手可热的研究方向。如丹麦科技大学[27]已经建

立 TOP-OPT 拓扑优化软件系统来实施航天科研卫星发射系统的研究；美国 Altair 公

司将拓扑优化技术用于汽车发动机的承重构架设计；Sigmund[28]将拓扑技术用于微驱

动器领域，设计出了单自由度柔性机构以及双自由度驱动器；Emilio 等[29]利用均匀化

拓扑优化方法对三维压电复合材料的单胞进行了优化设计。在国内，拓扑优化技术也

在各领域得到广泛的应用。张卫红等[30]将多目标拓扑优化技术应用于航空薄壳结构的

布局设计，赵敏等[31]将拓扑优化设计方法应用于水下耐压结构的优化设计，聂昕等[32]

将耐撞性拓扑优化方法应用于车辆的实际开发过程中。拓扑优化技术在宏观结构的优

化设计方面已相当成熟，而在复合材料微结构的优化设计以及材料/结构一体化设计

方面的研究仍是一个新兴的领域，且相关应用广泛，已成为材料与结构领域科研工作

者的研究热点。 

复合材料的宏观性能依赖于材料微观结构的构型及其各组分的性能，通过对微观

结构的具体构型进行优化设计可以获得具有各组分所不具备的性能，得到具有极限性

能的宏观复合材料，如具有负泊松比、零或负热膨胀系数、极端热传导性能的复合材

料，因此对微观结构构型的优化设计受到了广泛的关注[33]。 

复合材料微观结构的优化设计最早进入拓扑优化领域是在二十世纪 80 年代，由

Lakes[34]提出具有负泊松比的泡沫材料以及通过不同材料组合可以获得零膨胀系数、

零剪切性能等极端性能材料开始的。二十世纪 90 年代 Sigmund[35,36]提出了复合材料

微结构拓扑优化设计理论，并采用逆均匀化方法实现了工程中所需材料的特定宏观性

能的微结构构型优化，并在数值研究和实验验证上取得了成功，促进了微结构设计理

论和技术的发展，使其成为世界范围内的一个研究热点并取得了许多成果。而在 2002

年的第 9 届 AIAA 年会上 Kalidindi 等人 [37] 提出了“微结构灵敏设计

（MSD-Microstructure Sensitive Design）”概念，进一步完善与发展了微结构构型与组

分优化设计的思想与体系，将材料微结构设计的内涵提高到一个新的高度。这些开创

性的研究工作为复合材料与结构的拓扑优化设计奠定了坚实的基础，进一步促进了材

料微结构的优化设计。 

目前，复合材料微结构的拓扑优化设计主要是基于逆均匀化理论，寻求满足一定

约束条件下的材料布局，大体可以分为两类：一是满足给定性能的材料用量最小问题；

一是满足体积约束和其它约束条件的具有最优性能的材料优化设计。针对上述两种情

况国内外学者都做了大量的工作[38]。 

Sigmund[39]针对材料的弹性性能，实现了给定弹性性能的材料微结构优化设计。

Vemaganti 等[40]以材料用量最少为目标，实现了给定等效弹性性能的材料设计，但其
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优化构型中间密度较多，材料的拉伸模量较低。Gibiansky 和 Sigmund[41]进行具有极

端体积模量的多相复合材料设计，设计得到微结构的等效体积模量接近于

Hashin-Shtrikman 的上限。Nevesl 等[42]利用移动渐进法，在给定材料用量的约束下开

展了具有极端剪切模量的微结构优化设计，并讨论了材料用量对复合材料微结构构型

的影响。Silva 等[43]基于均匀化方法展开了具有极端性能的二维和三维压电材料的优

化设计。James 等[44]通过对具有最大刚度和流体渗透性的微结构进行设计，实现了材

料多功能优化，Huang 等[45]基于双向渐进结构优化法实现了具有最大剪切模量和最大

体积模量的微结构拓扑优化。Sigmund[46]采用均匀化理论预测复合材料的等效热膨胀

性能，详尽地探讨了优化过程中存在的问题，并利用三相材料进行了具有零或负热膨

胀系数的材料优化设计。Qi 和 Kikuchi[47]研究了具有给定热膨胀性能和材料体积分数

的三相复合材料优化问题，并研究了优化设计得到的具有负热膨胀系数的材料微结构

边界光顺问题。 

此外，国内的科研工作者在复合材料等效性能及微结构的优化设计上也进行了大

量的研究工作，如袁振、吴长春等[5]进行了极端弹性性能的二维和三维压电材料的优

化设计，杨卫等[48]采用优化准则法进行具有特定性能的微结构设计，实现了具有负泊

松比的材料设计。张卫红等[49]基于应变能等效的能量法实现了材料微结构的等效弹性

性能的预测，采用对偶凸规划方法结合周长约束策略进行了微结构构型优化设计。针

对传热性能的微结构优化设计，张卫红等[50,51]基于均匀化方法进行材料的热传导性能

预测，在给定材料用量下进行复合材料的设计，得到具有极端热传导性能的复合材料。

针对具有特定热膨胀系数的微结构优化设计，刘书田等[3]进行了具有零膨胀系数的材

料设计，并用数值方法验证了材料的等效热膨胀系数。程耿东[52]利用均匀化方法预测

了复合材料导热性能，并分析了复合材料的热膨胀行为[53]。在这些研究基础上，袁振

[5]开展了在给定材料组分下极端弹性性能的复合材料优化设计。刘书田等[54]进行了具

有零泊松比性能的两相复合材料的微结构优化设计研究，包括组分和构型并行设计。

赵康等[55]则基于拓扑描述函数研究了特定性能复合材料优化设计问题。王宝来等[56]

针对轻质材料利用拓扑优化技术实现了最刚微结构的构型设计，王宪杰等[57,58]利用双

向渐进结构优化方法实现了基于宏观性能的微观多孔材料拓扑优化设计，刘远东[59]

针对复合材料的综合性能问题，对周期性正交各向异性材料，将均匀化方法和有限元

技术相结合，以材料微结构的等效弹性性能组合（矩阵元素加权和）为优化目标，实

现了微结构的多目标优化。 

综上所述，复合材料的微观结构设计目的与宏观结构设计一样，都是为了得到能

适应于不同工况且满足性能要求的材料和结构，通过对复合材料微结构的优化设计可

以获得具有独特宏观性能的材料，如负泊松比、零、负膨胀系数，从而满足不同工况
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对结构的性能要求。本文采用变密度法插值模型，为能利用成熟的拓扑优化技术，将

用均匀化方法求解得到的微结构的等效弹性性能表达成基于应变能等效的能量表达

式来进行微结构的优化设计，以得到具有极限性能的材料微结构构型。 

1.4 研究内容及组织结构 

第二章
基于能量均匀化的弹性矩阵

等效方法

第四章
具有极限负泊松比的微结构

拓扑优化

第五章
全文总结与展望

第三章
具有极限弹性性能的微结构

拓扑优化

第一章
绪论

 

图 1.1  文章组织结构图 

为了充分利用复合材料质量轻、比强度高、比模量大、可设计性等优点，得到具

有极限性能的复合材料，本文以能量均匀化方法为基础，结合有限元理论，并利用成

熟的拓扑优化技术对宏观结构的微结构单胞进行拓扑优化设计，以得到具有极限性能

的材料微结构构型，实现宏观结构的轻质高强设计。 

第一章：简述了本文的研究背景与意义，概述了材料微结构等效性能预测的研究

进展及现状，介绍了材料微结构拓扑优化的研究进展及现状。 

第二章：基于均匀化理论推导了材料微结构的等效弹性性能的求解过程，为能利

用成熟的拓扑优化技术，将基于均匀化理论的等效弹性性能表达成基于应变能等效的

能量表达式，通过与相关权威文献的计算结果进行对比，验证了本文基于能量均匀化

方法求解材料微结构等效弹性性能的正确性和有效性。 

第三章：基于 SIMP 材料插值模型，以材料微结构的等效弹性系数矩阵中的某项

或某几项分量加权组合最大作为优化的具体目标，以材料组分比为约束，实现了具有
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最大水平抗拉压刚度、最大竖直抗拉压刚度、最大抗剪切刚度、最大水平竖直双向模

量之和以及最大体积模量的材料微结构的最优拓扑构型设计。并分析了不同材料组分

比、不同网格数目以及不同的初始结构布局对微结构最优拓扑构型、等效弹性矩阵、

优化目标值以及优化迭代过程的影响。 

第四章：对于 1   这种高度非线性的优化目标，本文通过预先设定目标弹性矩

阵，采取优化目标与预先设定目标差的平方和加权组合最小为优化目标，以材料组份

比为约束，实现了具有极限负泊松比的材料微结构构型的优化设计。并分析了不同材

料组分比、不同网格数目以及不同的初始结构布局对微结构最优拓扑构型、等效弹性

矩阵、优化目标值以及优化迭代过程的影响。 

第五章：全文工作总结与研究展望。 
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2 基于能量均匀化的弹性矩阵等效方法 

2.1 引言 

经典的均匀化方法以连续介质理论为基础，采用扰动理论将物理场按表征微观结

构尺度的小参数进行渐进展开，是一种常用且有效的预测复合材料等效性能的方法。

在理论上，均匀化方法具有严格的数学理论推导，理论基础严谨，与大多数计算力学

方法相比，其材料的等效性能预测结果更加接近于实际值；在实际应用中，均匀化方

法具备诸多良好特性，如求解局部载荷（如位移、应变）过程简单，且引起的局部误

差也较直观。 

本章将简要介绍渐进均匀化的基本理论，推导材料微结构的等效弹性性能的求解

过程，并结合基于应变能等效的能量均匀化方法给出其具体的能量数值表达式，最后

以具体的数值算例说明该方法的实施过程，并验证其程序的正确性和可靠性。 

2.2 均匀化理论 

应用均匀化方法预测复合材料的等效性能应基于以下三个基本的假设：l）材料

在物理性能上表现为连续介质；2）材料在微观结构上表现为规律的周期性；3）微结

构的尺寸远小于其组成结构的尺寸。 

当宏观结构受外载荷作用时，宏观结构的各种场变量将随宏观位置的变化而变

化，但由于其在细观尺度上微结构的高度非均匀性，使得宏观结构的各种场变量在宏

观位置非常小的邻域内也会有很大变化。基于均匀化方法以上三种基本的假设，在如

图 2.1 所示的宏观设计域内的任意一处 x 区域内，在细观尺度上均可以看成是单胞 y

呈周期性重复排列而组成的，并且细观结构的单胞尺度 y 相对于宏观结构的尺度 x

是一个很小的量  ，即 

(0 1)y x                           (2.1) 

Γtt

Ω
f

Γu
x

宏观结构
周期性微结构 微结构单胞y

 

 -宏观区域；f-体积力；t-边界 t 上受到的表面力； u -固定位移边界条件 

图 2.1  复合材料周期性结构 

由于微观结构具有周期重复性，因此凡是与 /y x  有关的宏观结构场变量如宏

观结构的位移、应力、应变等将转换成对细观坐标的依赖关系，且均具有周期性的双
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尺度变化，即是 Y 周期性函数。因此，宏观材料结构的特性如等效弹性张量
H

ijklD 可用

周期性设计域 Y 上微结构的材料特性 ijklD 的函数来表示： 

( ) ( , ) ( , )ijkl ijkl ijklD x D x y D x y Y   
                

(2.2) 

同理，对应的结构位移函数 u 也可表示为： 

( ) ( , )u x u x y                         (2.3) 

基于虚功原理的位移变分方程为 

,
t

k i
ijkl i i i i i i

S
l j

u v
D d f v d t v d p v dS v V

x j


 

  

 
     

    
   

(2.4) 

式中，v 表示虚位移场，V 是运动学上容许的位移空间。 

将上式（2.4）中u 按小参数  进行渐进展开，即 

0 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )

/

n n

i i i i iu x y u x y u x y u x y u x y

y x

   



    


      (2.5) 

任意的空间变量  是一个与 y 相关的函数，其具体的表达式为： 

( ) ( , ) ( / )x x y y x                        (2.6) 

对其进行微分，则有 

1
( ) ( , )

i i i i

x x y
x x x y

  
 



   
  

   
                   (2.7) 

将式（2.7）和式（2.5）代入控制方程（2.4），并化简可得 

0 0 1 0
2 1

0 1 1 2
0 ...

t

k i k k i k i
ijkl

l j l l j l j

k k i k k i

l l j l l j

i i i i i i
S

u v u u v u v
D

y y x y y y x

u u v u u v
d

x y y x y y

f v d t v d p v dS



 

 



 



 

         
      

          

          
         

            

   



  

        (2.8) 

由于式（2.8）对于任意  都成立，则式（2.8）可分解成如下几个等式 

0
2 0k i

ijkl

l j

u v
D d

y y





 
 

                        (2.9)
 

 

0 1 0
1 0k k i k i

ijk l

l l j l j

u u v u v
D d

x y y y x




      
     

       
              (2.10) 
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0 1 1 2
0

t

k k i k k i
i jkl

l l j l l j

i i i i i i
S

u u v u u v
D d

x y y x y y

f v d t v d p v dS 




 

         
       

          

   



  

          (2.11) 

对于任意的 Y 周期函数 ( ) ( , ) ( / )x x y y x    ，当 0  时，有 

0

1
lim ( ) ( )

Y
x d y dY d

Y
  

   


 

  
                   (2.12) 

将式（2.12）代入式（2.9）-（2.11）有 

0
1

0k i
ijkl

Y
l j

u v
D dY d

y yY
 

 

 

 
 

                      (2.13) 

0 1 0
1

0k k i k i
ijkl

Y
l l j l j

u u v u v
D dY d

x y y y xY
 

 



        
      

         
          (2.14) 

 

0 1 1 2
1

1 1

1

t

k k i k k i
ijkl

Y
l l j l l j

i i i i
Y

i
ijkl

Y
l j

u u v u u v
D dY d

x y y x y yY

f dY v d t d v d
Y Y

y v
D dY d

y xY

 

  

 

 



  

 

 







  



           
        

            

   
        
   
   

   
   
    

 

   

 

      (2.15) 

由于 v 是任意的，式（2.13）成立则必须满足
0 / 0ijkl k lD u y   ，即 

0 0( )u u x                              (2.16) 

从式（2.16）中可以看出 0u 与细观尺度 y 是无关的，只与宏观尺度 x 有关系，将

式（2.16）代入式（2.14）中，可得 

0 1 ( )
0k k i

ijkl
Y

l l j

u u v y
D dY

x y y


   
  

   
                  (2.17) 

在宏观尺度上，对于式（2.15），若取    / 0i jv v x v y    ，即 v 只是宏观尺度

x 的函数，与细观尺度 y 无关，则有宏观平衡方程 
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 

0 1
1

1 1

1

t

k k i
ijkl

Y
l l j

i i i i
Y

i
ijkl

Y
l j

u u v
D dY d

x y yY

f dY v d t d v d
Y Y

y v
D dY d

y xY

 

  

 

 



  

 

 







  



    
   

     

   
        
   
   

   
   
    

 

   

 

       (2.18) 

同理，在细观尺度上，对于式（2.15），若取    / 0i jv v y v x    ，即 v 只是细

观尺度 y 的函数，与宏观尺度 x 无关，则有细观平衡方程 

 

1 2
1

1 1

1

t

k k i
ijkl

Y
l l j

i i i i
Y

i
ijkl

Y
l j

u u v
D dY d

x y yY

f dY v d t d v d
Y Y

y v
D dY d

y xY

 

  

 

 



  

 

 







  



    
   

     

   
        
   
   

   
   
    

 

   

 

       (2.19) 

若 0 ( )u x 已知，则等式（2.17）中 1( , )u x y 项可用 0 ( )u x 和 Y 周期函数  kl

ix y 来表

示： 

0
1 ( )
( , ) ( )kl k

i i

l

u x
u x y x y

x


 


                        (2.20) 

将式（2.20）代入式（2.17）、（2.18）可得 

kl

m i i
ijmn ijkl

Y Y
n j j

x v v
D dY D dY

y y y
 

   


                    (2.21) 

   

 

0
1

1 1

1

t

kl
k im

ijkl ijmn
Y

n l j

i i i i
Y

i
ijkl

Y
l j

u x v xx
D D dY d

y x yY

f dY v d t d v d
Y Y

y v
D dY d

y xY



  

 





  

 

 







  



    
   

     

   
        
   
   

   
   
    

 

   

 

         (2.22) 

若令 
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1
kl

H m
ijkl ijkl ijmn

Y
n

x
D D D dY

yY






 
  

 
                   (2.23) 

显然，上式（2.23）中的第一项为材料微结构的体积平均，与材料的组分有关，

第二项则反映了材料微结构的具体构型对其等效性能的影响。 

将上式（2.23）代入式（2.22），则有 

   0

t

k iH

ijkl i i i i i i
S

l j

u x v x
D d f v d t v d p v dS

x y
  

 

  

 
   

          (2.24) 

上式（2.24）与基于虚功原理的位移变分方程（2.4）具有相同的形式，说明式（2.24）

与式（2.4）描述的是具有相同边界条件的问题。
H

ijklD 则是复合材料的等效弹性模量。 

2.3 材料微结构的等效性能求解 

根据均匀化理论可知，周期性复合材料的等效弹性张量
H

ijklD 表示均质的线弹性常

数，则式（2.23）可表示成如下对称形式[35]： 

         0 * 0 *1 ij ij kl klH

ijkl pq pq pqrs rs rs
Y

D D dY
Y

                  (2.25) 

式中， 0 表示指定的宏观应变场（水平方向单位应变，竖直方向单位应变，单

位剪切应变），  * kl

rs 表示局部变化应变场。 

为能利用在结构优化领域较成熟的拓扑优化技术，基于单元应变能，式（2.25）

可以写成如下与式（2.25）相等的形式[35]： 

   1 A ij A klH

ijkl pqrs pq rs
Y

D D dY
Y

                        (2.26) 

在有限元分析中，单胞被离散成 N 个单元，则式（2.26）可被近似表示为 

    

1 1

1 1
TN N

A ij A klH ij

ijkl e e e e

e e

D Q u k u
Y Y 

                  (2.27) 

式中，
ij

eQ 表示单元 e 的应变能，  A kl

eu 是与应变场  0 kl
 相对应的单元位移场， ek 是

单元刚度矩阵，在二维平面问题中，为简化表示，约定下标11 1 ，22 2 ，12 3 ，

则对于二维正交各向异性复合材料的等效弹性矩阵可进一步表示为 

11 12 11 12

12 22 12 22

33 33

0 0

0 0

0 0 0 0

H H

H H

H

D D Q Q

D D Q Q

D Q

   
   

   
     

                 (2.28) 

定义材料微结构的应变能为： 
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TQ D d 


                          (2.29) 

a

b

1

2

Ώ
Ώ2

a

b

1

2
 

a 微结构                   b 均质等效体 

图 2.2  微结构等效示意图 

对于图 2.2（a）中所示的微观不均匀微结构，在宏观上可将其等效为等体积的均

质等效体，如图 2.2（b）中所示，则该均质等效体的应力和应变需满足如下关系：（1）

该均质等效体的应力应等于微结构的平均应力，即
1

d
V

 


  ；（2）该均质等效体

的应变应等于微结构的平均应变，即   d
V


1

（式中，V 为微结构的总体积）。若

不考虑温度变化对材料微结构性能的影响，则在均质边界载荷条件下，材料微结构的

应变能与该均质等效体的应变能应是相等的，由此可得出微结构单位体积的应变能

为： 

11 11 22 22 12 12

11 11 22 22 12 12

1
( )

1
( )

1
( )

2

TQ D d
V

d
V

  

     

     





 

   

  



                (2.30) 

同时，材料微结构的平均应力和平均应变之间应满足如下广义的胡克定律： 

 HD                              (2.31) 

式中， HD 称为复合材料的等效弹性系数矩阵。 

对于二维正交各向异性的复合材料，式（2.31）可进一步表示为： 



















































12

22

11

1122

22221122

11221111

12

22

11

00

0

0













H

HH

HH

D

DD

DD

                (2.32) 

式中 11 、 22 分别为 1 方向和 2 方向的平均应力， 11 、 22 为相应的平均应变。

12 、 12 为 1、2 方向的平均剪切应力与剪切应变。 
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利用式（2.29）、（2.32），通过给定材料微结构特定的应变场（或位移边界）等工

况条件，便可计算出相应微结构的单位体积应变能，进而推导出微结构的等效弹性模

量与微结构的单位体积应变能之间的关系，从而得到微结构的等效弹性模量的具体能

量表达式。例如给定微结构的平均应变  T001
)1(

 （上标代表工况条件编号），

由式（2.32）可得相应的平均应力  THH DD 011221111

)1(

 ，将平均应力
(1)

 和平均应

变
(1)

 代入式（2.29）可得：
(1)

1111 2HD Q ，这即是基于能量均匀化方法求解微结构的

等效弹性性能的基本过程。以图 2.2 所示的平面应力下的单位体积微结构为例（选取

1a b  ），通过给定四种特定工况条件下的位移边界条件，便可求解出复合材料微

结构的等效弹性性能，如表 1 所示（表中 0.5
2

a
u v   ）。 

表 2.1  给定的微结构边界条件及相应的应变能 

边界

条件 

1

2

uu
 

1

2

v

v

 

1

2

v/2v/2

u/2

u/2

 

1

2

v

v

uu  

平均

应变 

(1)

(1 0 0)T   
(1)

(0 1 0)T   
(3)

(0 0 1)T   
(4)

(1 1 0)T   

微结

构的

应变

能 

(1)

1111

1

2

HQ D  
(2)

2222

1

2

HQ D  
(3)

1212

1

2

HQ D   

(4)

1122 1111 2222

1
2

2

H H H

Q

D D D



 

 

由表 2.1 中所示的特定工况条件下微结构的应变能表达式，可得复合材料微结构

的等效弹性系数矩阵 HD 的具体表达式为： 

(1) (4) (2) (1)

(2)

(3)

2 0

2 0

2

H

Q Q Q Q

D Q

sym Q

  
 

  
 
 

              (2.33) 

2.4 数值算例分析与讨论 

本节以计算玻璃纤维/环氧树脂两相复合材料的宏观等效弹性张量和具有特定

构型微结构的等效弹性张量为例，根据本章所推导的计算公式，采用 Matlab 编写程

序进行计算，将计算的结果与参考文献[60]的计算结果进行对比，以验证本文计算宏

观等效弹性模量公式推导的正确性和有效性，并比较相同组分比下不同网格和不同

构型对微结构的等效弹性模量的具体影响。 
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（1） 玻璃纤维/环氧树脂复合材料的宏观等效弹性性能计算 

材料的相关属性及组分比如表 2.2 所示。 

表 2.2  材料属性及比例 

材料 弹性模量/GPa 泊松比 比例 

环氧树脂基体 3.5 0.35 0.55 

玻璃纤维 70 0.2 0.45 

参考文献[60]中的计算结果为： 

11.7 4.5 0

4.5 11.7 0

0 0 2.4

H

 
 


 
  

D  

根据本章基于能量均匀化方法所推导的材料微结构的宏观等效弹性性能的表达

式，在 Matlab 中编写程序的计算结果为： 

11.7 4.5 0

4.5 11.7 0

0 0 2.4

H

 
 


 
  

D

 

将本章的计算结果与参考文献中的结果进行对比，可看出根据本章所推导的公式

所编写的能量均匀化程序的计算结果与参考文献中的计算结果是相同的，说明本章对

于复合材料微结构的宏观等效弹性性能的推导过程和结果是正确有效的。 

（2）具有特定构型微结构的等效弹性性能计算 

为进一步验证本节材料微结构的宏观等效性能推导公式的正确性和有效性，利用

编写的程序计算具有特定构型微结构的等效弹性性能，并将计算结果与参考文献[60]

中的结果进行对比。特定的微结构构型如表 2.3 所示，其中黑色圆圈处材料为玻璃纤

维，白色区域为环氧树脂，两种材料的具体属性如表 2.2 中所示。 

表 2.3  具有特定构型微结构的等效弹性性能验证 

微结构构型 文献结果 本文结果 

 

11.7 4.5 0

4.5 11.7 0

0 0 2.4

H

 
 


 
  

D  

11.7549 4.4173 0

4.4173 11.7549 0

0 0 2.4569

H

 
 


 
  

D  
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12.0 4.3 0

4.3 12.0 0

0 0 2.5

H

 
 


 
  

D  

12.1312 4.3000 0

4.3000 12.1312 0

0 0 2.5041

H

 
 


 
  

D  

 

12.0 4.9 0

4.9 11.5 0

0 0 2.8

H

 
 


 
  

D  

12.3557 4.5006 0

4.5006 13.1237 0

0 0 2.8364

H

 
 


 
  

D  

采用 Matlab 编写的能量均匀化程序的计算结果与参考文献[58]的计算结果是大致

相同的，说明本章对于复合材料微结构的宏观等效弹性性能的推导过程和结果是正确

有效的。（与参考文献的计算结果存在一定差别，主要是由于参考文献中所计算的微

结构未给定具体构型尺寸（如微结构构型中黑色圆形区域的半径尺寸、位置尺寸等）） 

（3）相同组分比下不同网格数目和不同构型的计算结果 

  

图 2.3  复合材料的周期性结构 

如表 2.4 中所示的六种微结构单胞，均是由相同材料以及相同材料组分比构成的

不同微结构单胞，其中微结构单胞 a、b 和 c 均是截取自如图 2.3 所示的周期性结构，

微结构单胞 d、e、f 是与微结构单胞 a、b、c 材料组分比相同的不同具体构型的微结

构单胞。 

下面比较这六种微结构单胞在不同网格数目和不同构型下的等效弹性模量。微结

构单胞的尺寸大小为 1x1，如表 2.4 中所示，微结构单胞中的黑色区域处的材料属性

为弹性模量 100E  、泊松比 0.3  ，白色区域处表示孔洞区域，即无材料区域，为防

止刚度矩阵奇异，取空白区域材料属性为弹性模量 51*10E  、泊松比 0.3  。 
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表 2.4  不同网格和不同构型下微结构的等效弹性性能比较 

网格数目  

微结构构型 
80x80 120 x120 160 x160 

 

76.9863 26.5338 0

26.5338 76.9863 0

0 0 19.3184

 
 
 
  

 

76.9897 26.5732 0

26.5732 76.9897 0

0 0 19.3781

 
 
 
  

 

76.9207 26.5511 0

26.5511 76.9207 0

0 0 19.3726

 
 
 
  

 

微结构单胞 a 

 

76.9863 26.5338 0

26.5338 76.9863 0

0 0 19.3184

 
 
 
  

 

76.9897 26.5732 0

26.5732 76.9897 0

0 0 19.3781

 
 
 
  

 

76.9207 26.5511 0

26.5511 76.9207 0

0 0 19.3726

 
 
 
  

 

微结构单胞 b 

 

76.9863 26.5338 0

26.5338 76.9863 0

0 0 19.3184

 
 
 
  

 

76.9897 26.5732 0

26.5732 76.9897 0

0 0 19.3781

 
 
 
  

 

76.9207 26.5511 0

26.5511 76.9207 0

0 0 19.3726

 
 
 
  

 

微结构单胞 c 

 

69.3587 22.7298 0

22.7298 78.5800 0

0 0 14.0453

 
 
 
  

 

69.2173 22.7168 0

22.7168 78.9180 0

0 0 14.1625

 
 
 
  

 

69.0997 22.6836 0

22.6836 79.0259 0

0 0 14.1897

 
 
 
  

 

微结构单胞 d 
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72.0416 21.0864 0

21.0864 72.0416 0

0 0 14.4428

 
 
 
  

 

71.9594 21.0152 0

21.0152 71.9594 0

0 0 14.3863

 
 
 
  

 

72.5842 21.5434 0

21.5434 72.5842 0

0 0 14.8341

 
 
 
  

 

微结构单胞 e 

 

72.5083 21.6506 0

21.6506 73.7095 0

0 0 14.9190

 
 
 
  

 

72.2680 21.3897 0

21.3897 73.0698 0

0 0 14.7026

 
 
 
  

 

72.6251 21.5106 0

21.5106 73.2228 0

0 0 14.8069

 
 
 
  

 

微结构单胞 f 

1）比较表 2.4 中微结构单胞 a、b、c 在三种相同网格离散下的等效弹性模量，

发现微结构单胞 a、b、c 的等效弹性模量是完全相等的，说明截取自同一周期性结构

的微结构单胞具有完全相同的宏观等效性能，与微结构单胞具体的构型是无关的。 

2）比较表 2.4 中的微结构单胞 a、d、e、f 在三种相同网格离散下计算得到的等

效弹性模量，发现不同的微结构单胞的构型对其等效弹性模量的计算存在显著的影

响，如表 2.4 中微结构单胞 a、d 在 160x160 的网格离散下，其 1111D 的绝对差值达到了

7.8210。 

3）与微结构单胞的具体构型不同对其等效弹性模量的影响相比，有限元离散的

网格粗细对等效弹性模量的计算误差是足够小的，可以忽略不计。如表 2.4 中微结构

单胞 e，在 120x120 与 160x160 这两种网格密度下，其 1111D 的绝对差值仅为 0.6248，

与微结构构型不同引起的等效弹性模量的变化量 7.8210 相比是足够小的，足以忽略

不计。 

2.5 本章小结 

本章基于均匀化理论推导了复合材料微结构的等效弹性系数矩阵的求解过程，为

能利用成熟的拓扑优化技术，将基于均匀化理论的等效弹性系数矩阵表达成基于应变

能等效的能量表达式，然后根据推导的公式在 Matlab 中编写了求解材料微结构等效

弹性性能的程序，通过与相关权威文献的计算结果进行对比，验证了本章基于能量均

匀化求解材料微结构等效弹性性能的正确性和有效性；数值算例表明，对于材料组分

比相同但截取自不同周期性结构的不同微结构单胞，其等效弹性性能差异明显，但不

同的网格数目对等效弹性性能的影响足以忽略，这对后续求解微结构的等效性能时对
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网格的划分具有一定的指导意义，对于截取自同一周期性结构的不同微结构单胞具有

完全相同的等效弹性性能，这对后续优化得到的具体微结构构型的判定也具有一定的

理论指导意义。 
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3 具有极限弹性性能的材料微结构拓扑优化 

3.1 引言 

高科技的发展对材料性能提出了越来越高的要求，如需要具有质量轻、比强度高、

比模量大等极限特性的材料用于对结构有特殊要求的工程应用中，如在航空航天、高

端武器装备、精密机械仪器等领域；或是具有特殊热弹性性能属性的材料如“零膨胀”

材料用于高精度测量仪器中，以减少温度对测量精度的影响，如微纳米测量仪器[2]。 

上述具有极限特性的材料宏观性能依赖于材料微观结构的性能，而材料微观结构

的性能取决于微观结构的尺度、构型及材料组份比，通过第二章中的式（2.23）和表

2.4 也可看出材料微观结构的等效弹性性能与材料的组分和微结构具体的构型有关，

这为后续开展材料微结构的优化设计指明了方向，即对具有特殊宏观性能的材料结构

可以通过对其微观结构的优化设计来实现。 

本章将在第二章的理论基础上，构建具有极端弹性性能的材料微结构的优化数学

模型，以材料微结构的宏观等效弹性性能为优化目标，以材料的组份比为约束条件，

对材料微结构进行拓扑优化设计。 

3.2 材料微结构的拓扑优化数学模型及敏度分析 

3.2.1 材料微结构拓扑优化的数学模型 

在结构拓扑优化中，SIMP 材料插值模型因为其概念相对简单、容易编程实现以

及计算效率较高等特点，从而被广泛应用于结构拓扑优化中。本文对材料微结构的设

计域进行有限元网格离散，然后对每个单元赋值一个表示单元相对密度的连续变量

ex ，即优化模型中的设计变量，且  0,1ex  。根据 SIMP 材料插值模型可知[61]，离

散单元的杨氏弹性模量 eE 与该单元的相对密度 ex 之间的函数关系可以用下式表示： 

 min 0 min min( ) ( ) , 0,1
e e

p p

e e eE E x E x E E E x E x       
    

 (3.1) 

式中， eE 为单元 e 经密度插值后的弹性模量， ex 为单元 e 的相对密度；p 为密度

惩罚因子，对中间密度值进行惩罚，使单元的相对密度值向 0-1 两端聚集，以得到清

晰的拓扑构型； 0E 和 minE 分别为实体材料和空洞部分材料的弹性模量，为了优化过

程中的数值求解稳定，取 9

min 0 /10E E ，令 0 min( )E E E  。 

式（3.1）基于 SIMP 材料插值模型将连续的材料模型与离散的网格单元建立了一

一对应的数学关系，则基于 SIMP 插值模型的结构总刚度矩阵K 与离散单元的相对密

度 ex 之间的关系式为： 

 min

1

N
p

e e e

e e

K K E x E K


    
                   

(3.2) 

式中， K 是插值后结构的总刚度矩阵， eK 是单元刚度矩阵。 
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根据式（3.1）、（3.2）可知，对 SIMP 材料插值模型属性进行控制的参数为单

元的相对密度 ex 和惩罚因子 p。图 3.1 所示为 p 取不同值时，材料的杨氏弹性模量 eE

随单元的相对密度 ex 的变化趋势。 

 

图 3.1  SIMP 密度惩罚模型 

如图 3.1 所示的是惩罚因子 p 取 1、3、5、8、10、20、100 等不同值时弹性模量

eE 随单元的相对密度 ex 的变化曲线图。由图可知，当惩罚因子 p 取不同值时，SIMP

插值模型对中间相对密度的惩罚效果明显不同，惩罚因子 p 取值越大，惩罚越厉害，

假设实体材料的弹性模量 0 1E  ，如当 3p  时，相对密度为 0.7 的单元经过惩罚因子

p 的惩罚后其弹性模量 0 0.3430E  ，而当 8p  时，该单元经惩罚因子 p 惩罚后的弹

性模量 0E 仅为 0.0576。为获得清晰的拓扑构型，单从理论上来讲，惩罚因子 p 的取

值越大，对中间相对密度的惩罚效果便越好，得到的拓扑构型就越清晰，但过大的惩

罚因子易导致棋盘格等数值不稳定性。因此，在实际工程应用中，惩罚因子 p 的取值

一般为3 8p  。当3 8p  时，其 SIMP 插值模型符合 Hashin-Shtrikman 边界条件，

得到的最优拓扑构型也符合普遍的力学原理，其最优解在理论上也是可行的。 

本文基于 SIMP 材料插值模型，以材料微结构的等效弹性系数矩阵中的某项或某

几项分量的加权组合作为优化的具体目标，解决具有极限弹性性能的材料微结构的最

优拓扑构型设计。 

对于二维平面应力问题，材料微结构的等效弹性系数矩阵可表示成如下紧凑的矩

阵形式： 

11 12 16

22 26

66

H

D D D

D D

sym D

 
 


 
  

D

                         

(3.3) 
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则相关的工程常数可表示为： 

2 2

12 26 16 22 16 66 12
11 2

22 66 16

2
x

D D D D D D D
D D

D D D

 
 


              (3.4) 

2 2

12 26 16 11 26 66 12
22 2

11 66 16

2
y

D D D D D D D
D D

D D D

 
 

               

(3.5) 

66G D
                            

(3.6) 

对于正交各向异性材料，有
16 26 0D D  ，则： 

2

12
11 11 12

22

x x

D
D D D D

D
                         (3.7) 

2

12
22 22 12

11

y y

D
D D D D

D
   

                      

(3.8) 

在式（3.7）、（3.8）中 

12 12

22 11

x y

D D

D D
  

                           

(3.9) 

当
x yD D 时，则材料的体积模量可表示为： 

 

 

11 12 21 22

11 12

1

4

1

2

K D D D D

D D

   

 

                     (3.10) 

综上所述，材料微结构的宏观等效弹性性能实际上由两个或两个以上的参数决

定，所以对具有极限弹性性能的材料微结构的拓扑优化问题实质上是一个多目标的优

化问题。本文将采取将多个目标合成为一个单一目标的方式来进行优化，即引入权重

系数对多个目标进行归一化处理。 

本文基于 SIMP 材料插值模型，以单元的相对密度为设计变量，以材料用量为约

束，以材料微结构的等效弹性系数矩阵中主对角线上元素的某项或某几项的加权组合

最大为优化目标，建立如下优化数学模型： 
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 
3

1

0

1,2,...,

( )

. . ( ) / 0

0 1

i

l ll i

l

i

find i N

Max x

s t V x V f

x

 




 

  

  



x

D
                   (3.11) 

式中 l 为权重系数， [0,1]l  ； llD 为等效弹性系数矩阵 H
D 中的元素(其中 11ll  、

22ll  、 33ll  、 12ll  分别对应为 11D 、 22D 、 66D 、 12D )； ( )V x 为优化后结构的体

积； f 为材料组份比； 0V 为设计域体积。当 l 取不同值时，则可以得到微结构的等

效弹性系数矩阵中元素的不同加权组合的优化模型。如取  1 0 0 0w  时，则优化目

标为 11

HMax D ，即以结构水平方向抗拉性能最优为优化目标；如取  0 1 0 0w  时，

则优化目标为 22

HMax D ，即以结构竖直方向抗拉性能最优为优化目标；如取

 0 0 0 1w  时，则优化目标为 66

HMax D ，，即以结构抗剪切性能最优为优化目标；

如取
1 1

0 0
2 2

w
 

  
 

时，则优化目标为 11 22

1 1

2 2

H HMax D D ，即以结构双向抗拉模量之

和最大为优化目标；如取  1 1 2 0w  时，则优化目标为 11 12 21 22

H H H HMax D D D D   ，

即以结构的体积模量最大为优化目标。 

3.2.2 目标函数的灵敏度分析 

微结构的有限元平衡方程为： 

FKU                                (3.12) 

式中，F、U 分别为微结构的结点力向量与结点位移向量。 

如表 2.1 所示，在相应边界条件下(上标 n 表示边界条件)的材料微结构相应的应

变能为： 

     1

2

n n T n
Q U KU                         (3.13) 

由式(3.12)、(3.13)可得材料微结构的应变能对设计变量 ix 的导数为 
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 
       

   
 

 

         

1 1

2 2

1
2

2

1 1

2 2

n
n T n n T n

i i i

n T
n T n n

i i

n T n n T n n

i i i i

i i i

Q
F U U KU

x x x

K U
U U KU

x x

K P P
U U U K U Q

x x x

     
    

     

  
  

  

  
   

  

            (3.14) 

其中 

 
 

     

 

   

0 0
0

n T nn Tn T
n

n
i i i

n T n

i

FU UU
KU

x x x F

U F

x

 



 

    
    

       

   
    

    

               (3.15) 

式中
 n

U 为微结构边界上的结点位移向量，
 n

U 为微结构内部结点位移向量，
 n

F 为

微结构边界上的结点外力向量，
 n

F 为微结构内部结点外力向量。 

由式（2.33）、（3.14）可得 

11 12

(1) (4) (2) (1)

(2)22

(3)

66

0

2 0

0 2 0

2

H H

i i

i i i iH H

ll

i

i i i

iH

i

D D

x x
Q Q Q Q

D D P
Q

x x x
sym Q

D
sym

x

  
 
     

    
        
   

 
  

      (3.16) 

3.3 具有极限弹性性能微结构的优化实施步骤 

按照上述灵敏度的求解方法，结合有限元分析，采用优化准则求解算法（OC 方

法）即可对上述优化模型进行优化求解，本文采用的收敛条件是连续两次设计变量的

绝对差值
( 1) 0.01k kx x   时收敛，优化流程如图 3.2 所示，其具体步骤如下： 

Step1：定义微结构的设计域，将材料平均离散到单元，并定义初始结构布局； 

Step2：微结构的有限元静力分析； 

Step3：基于应变能等效的均匀化方法求解材料微结构的等效弹性系数矩阵； 

Step4：目标函数的计算及敏度分析； 

Step5：采用优化准则法对设计变量进行更新； 

Step6：根据预先设定的收敛条件判断目标函数是否收敛，如果不收敛，则重复

步骤 2~步骤 5，如果收敛，则输出结果。 
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定义设计域及初始结构布局

基于应变能等效的均匀化方法

求解等效弹性矩阵

计算目标函数及相对应的敏度

OC法更新设计变量

结果收敛？

计算结束，输出结果

N

Y

微结构的有限元分析求解

 

图 3.2  材料微结构的拓扑优化流程图 

3.4 数值算例分析与讨论 
根据前述构建的优化数学模型及分析可知，通过选取不同的加权系数 l 值可以得

到不同系数加权的优化目标函数，本文分别取  1 0 0 0w  、  0 1 0 0w  、

 0 0 0 1w  、
1 1

0 0
2 2

w
 

  
 

和  1 1 2 0w  ，相应的优化目标为 11

HMax D 、

22

HMax D 、 66

HMax D 、 11 22

1 1

2 2

H HMax D D 和Max K 。选取实体材料的弹性模量 0 1000E  ，

泊松比 0.3  ，为了优化求解的数值稳定性，选取孔洞区域的材料属性为弹性模量
6

0 10voidE E   ，泊松比 0.3  。 

3.4.1 不同材料组分比和网格数目下不同优化目标的材料微结构拓扑优

化 

下面将比较上述五种不同的优化目标在不同的材料组分比以及不同的网格数目

下优化得到的最优拓扑构型的差异。 

微结构的设计域离散为30x30、50x50、70x70等三种网格数目，表 3.1 和表 3.2

为材料组分比分别为 0.4 和 0.6 时上述五种不同的优化目标在三种不同网格离散下的

最优拓扑构型及相应的等效弹性矩阵（表 3.1 与表 3.2 中的最优拓扑构型图中黑色区

域表示实体材料部分，白色区域表示孔洞部分（即无材料区域），灰色区域表示中间

密度值的材料区域），图 3.1 表示的是表 3.1 中的五种不同优化目标在三种不同网格数
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目离散下的优化目标值的收敛曲线图，相应地，图 3.2 表示的是表 3.2 中五种不同优

化目标在三种不同网格数目离散下的优化目标值的收敛曲线图。 

表 3.1 材料组分比为 0.4 时不同优化目标、网格的微结构构型和相应的等效弹性矩阵 

优化目标 
网格

数目 

最优拓扑构型 
等效弹性系数矩阵 

单胞 1x1 单胞 2x2 单胞 3x3 

11

HMax D
 

30x30 

   

366.89 0 0

0 0

0sym

 
 
 
    

50x50 

   

375.98 0 0

0 0

0sym

 
 
 
    

70x70 

   

378.07 0 0

0 0

0sym

 
 
 
    

22

HMax D
 

30x30 

   

0 0 0

366.89 0

0sym

 
 
 
    

50x50 

   

0 0 0

375.98 0

0sym

 
 
 
    
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70x70 

   

0 0 0

378.07 0

0sym

 
 
 
    

66

HMax D
 

30x30 

   

107.40 97.57 0

107.40 0

85.91sym

 
 
 
  

 

50x50 

   

119.20 106.12 0

119.20 0

94.80sym

 
 
 
  

 

70x70 

   

125.93 110.91 0

125.93 0

98.71sym

 
 
 
  

 

11

22

1

2

1

2

H

H

Max

D

D
 

30x30 

   

170.38 12.70 0

170.38 0

3.92sym

 
 
 
  

 

50x50 

   

179.64 14.38 0

179.64 0

4.08sym

 
 
 
  

 



三  峡  大  学  硕  士  学  位  论  文 

28 

70x70 

   

176.68 14.14 0

176.68 0

4.40sym

 
 
 
  

 

Max K  

30x30 

   

105.09 84.88 0

105.09 0

13.17sym

 
 
 
  

94.98K   

50x50 

   

110.55 94.24 0

110.55 0

27.89sym

 
 
 
  

102.40K   

70x70 

   

127.22 78.74 0

127.22 0

8.92sym

 
 
 
  

102.98K   

    

（a） 11

HMax D 在不同网格数目下的收敛曲线图 （b） 22

HMax D 在不同网格数目下的收敛曲线图 
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（c） 66

HMax D 在不同网格数目下收敛曲线图（d） 11 22

1 1

2 2

H HMax D D 在不同网格数目下收敛曲线

图 

 

（e）Max K 在不同网格数目下的收敛曲线图 

图 3.1 材料组分比为 0.4 时，不同优化目标在不同网格数目下的目标函数收敛曲线图 

表 3.2 材料组分比为 0.6 时不同优化目标、网格的微结构构型和相应的等效弹性矩阵 

优化目标 
网格

数目 

最优拓扑构型 
等效弹性系数矩阵 

单胞 1x1 单胞 2x2 单胞 3x3 

11

HMax D
 

30x30 

   

555.71 0 0

0 0

0sym

 
 
 
    

50x50 

   

576.06 0 0

0 0

0sym

 
 
 
    
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70x70 

   

583.33 0 0

0 0

0sym

 
 
 
    

22

HMax D
 

30x30 

   

0 0 0

555.71 0

0sym

 
 
 
    

50x50 

   

0 0 0

576.06 0

0sym

 
 
 
    

70x70 

   

0 0 0

583.33 0

0sym

 
 
 
    

66

HMax D
 

30x30 

   

242.26 171.75 0

242.26 0

152.28sym

 
 
 
  

 

50x50 

   

253.18 178.31 0

253.18 0

158.38sym

 
 
 
  

 



三  峡  大  学  硕  士  学  位  论  文 

31 

70x70 

   

261.42 182.36 0

261.42 0

162.46sym

 
 
 
  

 

11

22

1

2

1

2

H

H

Max

D

D
 

30x30 

   

352.62 54.01 0

352.62 0

36.38sym

 
 
 
  

 

50x50 

   

387.36 65.20 0

387.36 0

45.45sym

 
 
 
  

 

70x70 

   

382.00 64.41 0

382.00 0

46.74sym

 
 
 
  

 

Max K  

30x30 

   

250.54 155.95 0

250.54 0

108.30sym

 
 
 
  

203.24K   

50x50 

   

298.87 116.09 0

298.87 0

57.51sym

 
 
 
  

207.48K   
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70x70 

   

293.75 123.64 0

293.75 0

75.17sym

 
 
 
  

208.69K   

    

（a） 11

HMax D 在不同网格数目下的收敛曲线图  （b） 22

HMax D 在不同网格数目下的收敛曲线图 

    

（c） 66

HMax D 在不同网格数目下收敛曲线图（d） 11 22

1 1

2 2

H HMax D D 在不同网格数目下收敛曲线图 

 

（e）Max K 在不同网格数目下的收敛曲线图 

图 3.2 材料组分比为 0.6 时，不同优化目标在不同网格数目下的目标函数收敛曲线图 
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分析比较表 3.1 和表 3.2 中材料微结构的最优拓扑构型及相应的弹性系数矩阵，

发现对于以 11

HMax D 、 22

HMax D 或 66

HMax D 为优化目标的单目标优化，以及以

11 22

1 1

2 2

H HMax D D 为优化目标的较简单多目标优化时，在不同的网格粗细下优化得到

的最优拓扑构型是几乎相同的，相应的等效弹性系数矩阵差别也很微小（如在组分比

为 0.4 时，分别以 11

HMax D 、 22

HMax D 、 66

HMax D 、 11 22

1 1

2 2

H HMax D D 为优化目标，在

30x30、50x50、70x70这三种不同网格数目离散下，得到的优化目标的最大绝对差值

分别为 11.18、11.18、12.8、9.26，其相应的变化率仅为 3.04%、3.04%、5.66%、5.4%，

体积率为 0.6 时，在不同网格粗细下，其优化目标值的变化率最大的是 66

HMax D ，但

也仅为 6.6%）；在相同的网格离散、不同的材料组分比下，以 11

HMax D 、 22

HMax D 、

66

HMax D 或 11 22

1 1

2 2

H HMax D D 为优化目标得到的最优拓扑构型也是几乎相同的，说明

对于以 11

HMax D 、 22

HMax D 或 66

HMax D 为优化目标的单目标优化或者 11 22

1 1

2 2

H HMax D D

为优化目标的较简单的多目标优化时，材料的组分比和网格粗细对材料微结构的最优

拓扑构型的影响是极其微小的，所以在不同材料组分比和不同网格数目离散下均能得

到类似的最优拓扑构型，在相同材料组分比、不同网格数目离散下优化得到的等效弹

性系数矩阵对应元素的差别也较小。 

但对于复杂的多目标优化，如表3.1和3.2中的Max K ，即 11 12 222

4

H H HD D D
Max

  
，

由于在优化过程中涉及到几个独立优化目标的相互权衡过程，所以在不同的网格数目

和不同的材料组分比下，均会得到不同的最优拓扑构型（见表 3.1 与 3.2 中以Max K

为优化目标时在不同材料组分比和不同网格数目离散下优化得到的最优拓扑构型的

差异），相应的等效弹性系数矩阵也具有较大差异。但比较得到的最优目标值，发现

其绝对差值均较小（如材料组分比为 0.4 时，在30x30、50x50、70x70这三种不同网

格数目离散下，优化目标的最大绝对差值为 8.0，变化率为 7.7%，在材料组分比为 0.6

时，优化目标的最大绝对差值为 5.45，变化率仅为 2.6%）。 

图 3.1 与图 3.2 为材料组分比分别为 0.4 和 0.6 时， 11

HMax D 、 22

HMax D 、 66

HMax D 、

11 22

1 1

2 2

H HMax D D 、 Max K 等五种不同优化目标在不同网格数目离散下的目标值收敛

曲线图。从图中可以看出不同优化目标在不同网格数目离散下的目标函数值收敛曲线

非常相似，随着优化迭代的进行，优化目标值逐步稳定的减小，最后收敛的目标值均

相差不大（如材料组分比为 0.4 时， 11

HMax D 在30x30、50x50、70x70三种不同网格
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离散下分别经过 13、45、50 步迭代之后，目标函数值相应收敛于 366.89、375.98、

378.07，其目标函数值的最大变化率仅为 3.04%，当材料组分比为 0.6 时， 11

HMax D 在

三种不同网格下分别经过 21、40、60 步迭代之后，目标函数值相应的收敛于 555.71、

576.06、583.33，其目标函数值的最大变化率仅为 4.97%），再次证明不同的网格数

目对最终的优化目标值影响较小，在不同的网格数目下，目标函数的优化迭代过程较

稳定。 

从通过拓扑优化得到的最优拓扑构型来看（以体积率为 0.4，网格数目为 50x50

时为例）： 

（1）当优化目标为 11

HMax D ，即以结构水平方向抗拉性能最优为优化目标时，

材料呈水平纤维状分布，以增强微结构在水平方向上的承载能力，充分发挥其材料性

能，其优化结果具体为 11 375.98HD  ，与按照混合律模型求得的等效弹性模量

1000 0.4 400H

xD    相比，绝对差值为 24.02，误差率仅为 6%。 

（2）当优化目标为 22

HMax D ，即以结构竖直方向抗拉性能最优为优化目标时，

与（1）的结果类似，材料呈竖直纤维状分布，其优化结果与（1）相等，为 22 375.98HD  。 

（3）当优化目标为 66

HMax D ，即以结构的抗剪切能力最优为优化目标时，最终

得到材料沿 45°方向分布的微结构拓扑构型，其抗剪切强度性能为最优，充分发挥了

材料潜力，其优化结果具体为 66 94.80HD  。 

（4）当优化目标为 11 22

1 1

2 2

H HMax D D ，即以双向抗拉模量之和最优为优化目标时，

材料按照优化目标的权重因子在水平方向和竖直方向上均匀分布，最大限度地同时承

载水平方向和竖直方向上的载荷，其优化结果具体为 11 179.64HD  、 22 179.64HD  。 

（5）当优化目标为Max K ，即以结构的体积模量最大为优化目标时，得到的材

料微结构的最优拓扑构型如表 3.1 中所示，具有最优的抗压缩刚度，其具体的优化结

果为 102.40K  。 

3.4.2 不同初始结构布局对材料微结构拓扑优化的影响 

在传统的宏观结构拓扑优化设计过程中，设计域内的初始结构（即优化开始前的

材料分布）对最终拓扑构型以及优化迭代过程的影响并不作考虑，一般的处理方式为

将材料均匀分布，在宏观结构拓扑优化过程中就能得到较理想的优化结果，其迭代过

程也较稳定。但在微观结构拓扑优化过程中，不再是在给定材料组分比下结构的整体

柔度值最小或者应力约束下的材料用量最小等宏观优化问题，而是以微观结构单胞的

某项具体材料属性最优为优化目标（如最大抗拉压刚度、最大抗剪切模量、最大体积

模量、最优热传导性能、最大热膨胀系数等宏观材料固有属性），且不同构型的微结
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构单胞在宏观上也可以表现出相同或近似的材料属性，这就使得优化求解过程较宏观

结构的优化求解复杂得多。同时在进行材料微结构的优化设计时，周期性边界条件的

施加会导致敏度场是对称均匀的，这就使得设计变量的迭代更新变得更加难以实现

[62]，特别是对于较复杂的多目标加权组合优化问题。因此，如果在材料微结构优化设

计时若仍继续使用材料均匀分布的初始结构布局，则优化迭代过程易发生振荡，得不

到优化解，或者目标函数值的迭代过程不稳定，收敛速度较慢，收敛结果具有偶然性。 

基于此，本节将以具有代表性的最大剪切刚度（ 66

HMax D ）和最大体积模量

（Max K ）为优化目标，在不同初始结构布局下进行材料微结构的优化设计，以分

析不同初始结构布局对微结构的最优拓扑构型的影响。选取实体材料的弹性模量

0 1000E  ，泊松比 0.3  ，材料组分比为 0.4，微结构设计域离散为30x30个单元。

鉴于约束和载荷的对称性，选取整个微结构设计域的 1/4 建立有限元模型，进行优化

求解。初始结构布局按照其几何对称性分为无初始结构布局（即材料均匀分布）、中

心 1/4 对称、单轴对称、初始结构均匀化布局、初始结构布局不对称等五大类，其中

有初始结构布局的四大类结构，在保证几何对称性的前提下均设计了两种类似的结

构，以充分说明不同初始结构布局对材料微结构优化设计的影响。表 3.3 和表 3.4 分

别为以最大剪切刚度、最大体积模量为优化目标时在不同初始结构布局下进行材料微

结构优化设计所得到的最优拓扑构型、相应的等效弹性矩阵、目标函数值以及目标函

数最终收敛的迭代步数。图 3.3 和图 3.4 分别为以最大剪切刚度、最大体积模量为优

化目标时在不同初始结构布局下的目标函数值收敛曲线图。 

表 3.3 不同初始结构布局对材料微结构优化的影响（以 66

HMax D 为例） 

初始结构

布局的对

称性 

初始结构布局 

最优拓扑构型 

等效弹性矩阵 
迭代

步数 单胞 1x1 单胞 3x3 

无初始结

构布局 

   

107.40 97.57 0

107.40 0

85.91sym

 
 
 
    

66 85.91HD   

13 

Initial=1 

中心 1/4

对称 

   

107.41 97.58 0

107.41 0

85.91sym

 
 
 
    

66 85.91HD   

12 
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Initial=2                                       

   

107.44 97.61 0

107.44 0

85.91sym

 
 
 
    

66 85.91HD   

22 

Initial=3 

单轴对称 

   

136.65 34.90 0

12.61 0

61.89sym

 
 
 
    

66 61.89HD   

30 

Initial=4                                       

   

12.61 34.90 0

136.65 0

61.89sym

 
 
 
    

66 61.89HD   

30 

Initial=5 

初始结构

均匀化布

局 

   

222.19 53.23 0

16.95 0

58.05sym

 
 
 
    

66 58.05HD   

51 

Initial=6                                       

   

118.46 106.04 0

118.46 0

94.16sym

 
 
 
    

66 94.16HD   

47 

Initial=7 
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初始布局

不对称 

   

108.82 103.55 0

108.82 0

90.49sym

 
 
 
    

66 90.49HD   

27 

Initial=8                                       

   

125.90 110.56 0

125.90 0

98.25sym

 
 
 
    

66 98.25HD   

24 

Initial=9 

    

（a）initial=1 时优化目标迭代曲线       （b）initial=2 时优化目标迭代曲线 

 

（c） initial=3 时优化目标迭代曲线 

图 3.3 不同初始结构下微结构构型的迭代演变图 
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图 3.4 以 66

HMax D 为优化目标时在不同初始结构布局下的目标函数值收敛曲线图 

表 3.4 不同初始结构布局对材料微结构优化的影响（以Max K 为例） 

初始布

局的对

称性 

结构初始布局 

最优拓扑构型 

等效弹性矩阵 
迭代

步数 单胞 1x1 单胞 3x3 

无初始

结构布

局 

   

105.69 85.87 0

105.69 0

13.56sym

 
 
 
    

95.78HK   

52 

Initial=1 

中心 1/4

对称 

   

100.95 92.36 0

100.95 0

59.08sym

 
 
 
    

96.65HK   

19 

Initial=2                                        
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180.21 15.37 0

180.21 0

5.81sym

 
 
 
    

97.79HK   

39 

Initial=3 

单轴对

称 

   

148.57 59.51 0

133.11 0

5.68sym

 
 
 
    

100.17HK   

55 

Initial=4                                        

   

133.11 59.51 0

148.57 0

5.68sym

 
 
 
    

100.17HK   

55 

Initial=5 

初始结

构均匀

化布局 

   

140.80 77.35 0

85.57 0

10.05sym

 
 
 
    

95.27HK   

70 

Initial=6                                        

   

151.49 75.12 0

99.07 0

4.04sym

 
 
 
    

100.20HK   

56 

Initial=7 
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初始布

局不对

称 

   

110.48 93.64 0

110.48 0

31.05sym

 
 
 
    

102.06HK   

27 

Initial=8                                        

   

144.86 75.57 0

145.18 0

8.34sym

 
 
 
    

110.30HK   

25 

Initial=9 

    

（a）initial=1 时优化目标迭代曲线  （b）initial=2 时优化目标迭代曲线 

 

（c）initial=3 时优化目标迭代曲线 

图 3.5 不同初始结构下微结构构型的迭代演变图 
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图 3.6 以max K 为优化目标时在不同初始结构布局下的目标函数值收敛曲线图 

分析比较表 3.1 中材料微结构的最优拓扑构型以及相应的等效弹性系数矩阵发

现，在不同的初始结构布局下，以剪切刚度最大为目标优化得到微结构的最优拓扑构

型和等效弹性系数矩阵具有一定的差异。如在无初始布局和中心 1/4 对称的初始布局

下，得到微结构单胞的最优拓扑构型具有明显的差异，但其等效弹性系数矩阵却几乎

相同，将在这两种不同初始布局下得到的微结构单胞进行周期性重复之后发现其具有

相同的宏观结构，说明这两种不同结构的微结构单胞是同一周期性结构的两种不同最

小重复单元，所以其等效弹性系数矩阵几乎相等，这与本论文在第二章通过表 2.4 所

得到的结论一致，因此在周期性重复的宏观结构层面上来说，这两种具有不同构型但

其等效弹性系数矩阵相等的微结构，可以等效认为是同一种结构。如在单轴对称的初

始布局与无初始布局下得到的微结构拓扑构型在细小结构上存在一定差异，但从最小

的整体重复单胞来看，两种不同初始布局下所得到的微结构构型具有一定的相似度。

比较初始结构均匀化布局与无初始结构布局所得结果发现，两种不同初始布局下所得

微结构的最小重复单胞的构型相似，但对于 initial=6 这种过分均匀化分布的初始布

局，所得的目标值较其他初始布局的偏小。初始结构布局不对称的两种初始布局，分

别为中心 1/4 对称的两种初始布局的 1/4 结构，比较所得的微结构构型与等效弹性系

数矩阵，发现与中心 1/4 对称初始布局所得结果几乎相同。 

比较分析具有相同几何对称性的两种不同初始结构布局（如 initial=2 与 initial=3、

initial=4 与 initial=5、initial=6 与 initial=7、initial=8 与 initial=9）下的微结构拓扑构型
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发现，得到的微结构拓扑构型均相同或者具有高度的相似性，特别如在 initial=4 与

initial=5 这两种具有不同单轴对称性的初始结构布局下，所得微结构的最优拓扑构型

与等效弹性矩阵亦具有相应的单轴对称性，说明初始结构布局对微结构的最优拓扑构

型具有一定指引性作用。 

如图 3.3 所示，在初始结构进行了预先布局之后，后续的优化求解以初始布局为

初始解，这种初始解对后续的迭代过程起到重要的指引作用，使目标函数值迅速收敛，

且优化迭代过程不会出现振荡现象。如图 3.4 为以 66

HMax D 为优化目标时在不同初始

结构布局下的目标函数值收敛曲线图。从图中不难看出，在不同初始结构布局下，目

标函数值的迭代过程均较稳定，在迭代开始时，目标函数值均迅速减小，其迭代收敛

速度均较快，除单轴对称的初始布局（initial=4、initial=5）与初始结构均匀化布局的

（initial=6）之外，其他不同初始结构布局下的目标函数值均收敛于 90 左右。 

综上分析可知，对于以剪切刚度最大（即， 66

HMax D ）为优化目标的单目标优化，

在不同初始结构布局下得到微结构的最优拓扑构型具有一定的相似度，其迭代过程也

均较稳定，收敛速度也较快。以上分析表明初始结构布局对于微结构的最优拓扑构型

具有一定的指引性作用，使其优化迭代过程更加稳定，加快了收敛速度。 

在这种以剪切刚度最大（即， 66

HMax D ）为优化目标的单目标优化，初始结构布

局对最终拓扑构型的指引性、优化迭代过程的稳定性以及收敛速度的影响均表现得不

是很明显。但在以体积模量最大（即  11 12 22

1
2

4

H H HMax D D D   ）为优化目标的较复

杂的多目标优化中，不同初始结构布局对微结构最优拓扑的指引性、优化迭代过程的

稳定性以及收敛速度的影响就表现得更加明显和重要。 

如表 3.2 中所示，除初始结构布局均匀化（initial=6）与无初始结构布局下微结

构的最小重复单胞构型具有一定的相似性之外（initial=6 的初始结构布局过于均匀化，

与无初始结构布局具有相似的均匀性，所以得到的优化构型具有高度的相似性，但比

较其优化迭代的过程发现，在 initial=6 的初始结构布局下，优化目标值迭代稳定、收

敛迅速，而无初始布局时，其迭代过程发生了振荡，收敛具有偶然性），在其他不同

的初始结构布局下，优化得到的最优拓扑构型与等效弹性矩阵均具有较大差异。但其

优化目标值却相差不大，除初始布局 initial=9 之外，不同初始布局得到的优化目标最

大绝对差值为 6.28，变化率仅为 6.5%。 

比较图 3.6 中在不同初始结构布局下优化目标的迭代曲线可以看出：有初始结构

布局的优化迭代过程稳定，在迭代开始时，其优化目标值均迅速减小，收敛速度较快，

但观察无初始结构布局的优化目标值的迭代曲线发现，在优化迭代的前 41 步，优化

目标值一直处于振荡过程中，在迭代到第 43 步时，目标值迅速减小，在第 52 步便收

敛，其优化迭代过程非常不稳定，收敛具有一定的偶然性。 
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综上分析可知，对于如以体积模量最大（Max K ）为优化目标的较复杂的多目

标优化，初始结构布局对微结构的优化设计有着重要的影响，在不同的初始布局下得

到的最优拓扑构型和等效弹性矩阵具有较大差异，但其最优目标值差别较小，说明初

始结构布局对微结构的最优拓扑构型具有显著的指引性作用，使其优化迭代过程更加

稳定，加快了收敛速度。 

3.4.3 具有最优拓扑构型的微结构性能与 V-R、H-S 上下限的比较 

针对复合材料的宏观等效弹性性能的上、下限已有了较多深入、成熟的研究，在

表 3.1 与表 3.2 中，分别在材料组分比为 0.4 和 0.6 时，针对以水平方向抗拉压性能最

优、竖直方向抗拉压性能最优、抗剪切性能最优、兼顾水平方向与竖直方向的双向抗

拉压性能最优及微结构的体积模量最大等五种具有极限弹性性能的材料微结构的拓

扑优化设计，基于此，本节将选择较具有代表性的以最大拉压刚度、最大剪切刚度和

最大体积模量为优化目标，以不同的材料组分比为约束，进行材料微结构进行拓扑优

化设计，并比较拓扑优化设计得到的最优材料性能与复合材料的宏观等效性能上、下

限的关系。 

对于多相复合材料，Voigt、Reuss 等学者利用最小势能原理与最小余能原理给出

了复合材料的宏观等效性能的上、下限的表达式： 

0

N
VR

i i

i

E f E



                          (3.17) 

1

0

N
VR i

i i

f
E

E







 
  
 
                        (3.18) 

式中，N 为计算所用的复合材料相数，fi 为第 i 相材料所占复合材料的组分比，

Ei 为第 i 相材料的性能（即材料的杨氏弹性模量、剪切模量、体积模量），Voigt-Reuss

上限相当于将所有组份材料并联起来承受相同的应变所表现出来的材料属性，而

Voigt-Reuss 下限则相当于将所有组份材料串联起来承受相同的应力所表现出来的材

料属性。由于 Voigt-Reuss 上、下限对复合材料等效宏观性能的界定过于宽松，所以

在工程实际中的应用价值并不是很大。 

由于 Voigt-Reuss 上、下限公式对复合材料宏观等效性能的上、下限界定不够精

确，Hashin 与 Shtrikman 等学者采用变分法原理研究了两相复合材料的宏观等效性能

的上、下限等边界问题，给出了两相复合材料的宏观等效剪切模量和宏观等效体积模

量的上、下限边界值，其具体的数学表达式为： 
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 
 

2
1

1 1 1

2 1 1 1 1

21

2

HS f
G G

f K G

G G G K G

  



 

                  (3.18) 

 
 

1
2

2 2 2

1 2 2 2 2

21

2

HS f
G G

f K G

G G G K G

  



 

                   (3.19) 

2
1

1

2 1 1 1

1
HS f

K K
f

K K K G

  


 

                     (3.20) 

1
2

2

1 2 2 2

1
HS f

K K
f

K K K G

  


 

                     (3.21) 

式中，G1，K1，f1 分别为强相材料的剪切模量、体积模量、组份比；G2，K2，f2

分别为弱相材料的剪切模量、体积模量、组份比。Hashin-Shtrikman 对复合材料的宏

观等效性能上、下限的预测精度较 Voigt-Reuss 上、下限有了显著的提高，因此是目

前工程实际应用中较为适用的预测复合材料宏观等效性能的上、下限公式。 

对于以最大拉压刚度（即， 11

HMax D ）、最大剪切刚度（即， 66

HMax D ）和最大体

积模量（即，Max K ）为优化目标进行的两相复合材料（即实体材料相与空材料相）

微结构拓扑优化设计，微结构的设计域离散为50x50个单元，不同的材料组分比为材

料用量约束。其中实体材料的的弹性模量 0 1000E  ，泊松比 0.3  ，为了优化求解的

数值稳定性，选取孔洞区域的材料属性为弹性模量
6

0 10voidE E   ，泊松比 0.3  。优

化得到的最优拓扑构型随实体材料的组分比的变化曲线以及与复合材料的宏观等效

性能的上、下限关系如图 3.5（a）、3.5（b）、3.5（c）所示。 

由图 3.5（a）所示的微结构的等效单向拉压刚度随材料组分比的变化曲线可以看

出：对于以等效单向拉压刚度最大（即， 11

HMax D ）为优化目标的优化设计，得到的

最优拓扑构型与纤维增强性复合材料构型具有相似的结构，在不同材料组分比下得到

的优化目标值 11

HD 均接近于复合材料宏观等效性能的 Voigt-Reuss 上限的相应值，由此

可见，Voigt-Reuss 上限可以对纤维增强性复合材料的等效弹性性能进行准确、有效

的预测。同时这也与文献[63]中所得的结果相同，进一步验证了基于能量均匀化方法进

行材料微结构拓扑优化设计的可靠性和有效性，同时亦表明本文所得结果的正确性。 

由图 3.5（b）所示的微结构的等效剪切刚度随材料组分比的变化曲线可以看出：

在不同材料组分比下，对于以剪切模量最大（即， 66

HMax D ）为优化目标得到的最优 
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（a）微结构的等效单向拉压刚度随材料组分比的变化曲线 

 

（b）微结构的等效剪切刚度随材料组分比的变化曲线 
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（c）微结构的等效体积模量随材料组分比的变化曲线 

图 3.5 具有最优拓扑构型微结构的等效弹性性能随材料组分比的变化曲线 

拓扑构型的等效剪切模量值均超过了 Hashin-Shtrikman 上限的相应值，但均在

Voigt-Reuss 上限以下。由此可见，Hashin-Shtrikman 上限并不适合复合材料所有构型

的等效弹性性能的预测，对于部分复杂的构型的等效弹性性能可能会超过

Hashin-Shtrikman 上限，说明不同构型微结构的极限等效剪切模量的复杂性以及

Hashin-Shtrikman 上、下限公式对复合材料等效宏观剪切模量预测的上限非最优性，

这与文献[64]中对于 Hashin-Shtrikman 上、下限的研究所得结果是相同的。 

由图 3.5（c）所示的微结构的等效体积模量随材料组分比的变化曲线可以看出：

在不同材料组分比下，对于以体积模量最大（即， Max K ）为优化目标得到的等效

体积模量均较接近 Hashin-Shtrikman 上限的相应值，表明了 Hashin-Shtrikman 上限对

复合材料等效体积模量预测的有效性[41]，同时也表明本文在不同材料组分比下对具有

最大化体积模量的微结构进行优化设计所得结果的可靠性、正确性。 

3.5 本章小结 

本文基于 SIMP 材料插值模型，以材料微结构的等效弹性系数矩阵中的某项或某

几项分量加权组合最大作为优化的具体目标，以材料组分比为约束，实现了具有最大

水平抗拉压刚度、最大竖直抗拉压刚度、最大抗剪切刚度、最大水平竖直双向模量之

和以及最大体积模量的材料微结构的最优拓扑构型设计。并分析了不同材料组份比和
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网格数目对最优拓扑构型、等效弹性矩阵及优化目标值的具体影响，以及不同初始结

构布局对材料微结构最优拓扑构型及优化迭代过程的指引性作用。将优化得到微结构

的极限弹性性能与 Voigt-Reuss、Hashin-Shtrikman 的上下限进行比较，表明本文微结

构优化设计方法的有效性以及所得结果的正确性。 
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4 具有极限负泊松比的材料微结构拓扑优化 

4.1 引言 

现代工程技术的发展对材料性能提出了越来越高的要求，不断需要具有特殊力学

性能的新材料和结构。如具有极限负泊松比特性的微结构材料即属于这类新材料之

列。负泊松比材料（即拉胀材料（Auxetic）），在承受横向拉伸时，在其纵向方向上

会发生膨胀，相反，在承受横向挤压时则发生收缩，表现出与常规材料迥异的属性，

如图 1 所示是一种典型的具有负泊松比特性的简单六角凹孔网状结构[66]。 

 

图 1 具有负泊松比特性凹孔网状结构 

负泊松比材料由于具备不同于常规材料的一些独特的性质，因此在很多方面拥有

常规材料所不能比拟的绝对优势，尤其是在材料的机械性能方面有了较大程度上的提

高，如材料的抗断裂性能、材料的抗剪切模量以及材料的回弹韧性等[66]。三菱重工将

具有负泊松比属性的材料引入到了子弹的结构设计中，使子弹整体表现出来的泊松比

为 0，降低了子弹通过弹道时产生的侧向膨胀，改善了子弹的运动[68]，Daeyoon[69]在

几何非线性条件下利用拓扑优化方法实现了满足其动态变形机理的负泊松比材料的

设计，Sicong[70]和 Giorgio[71]等基于各向同性材料实现了负泊松比材料设计，Miller[72]

基于常规的制造技术将炭纤维与负泊松比材料相结合，提高了其负泊松比特性，

Pasternak[73]在保证宏观结构较高剪切模量的情况下实现了在宏观结构层面具有负泊

松比特性的结构设计，Zhen Luo[75]基于参数化水平集方法实现了具有负泊松比特性的

材料微结构设计。负泊松比特性的材料的这种拉胀行为与经典的弹性理论并不相违

背，根据热力学势能理论[68]，二维各向同性材料的泊松比取值范围为-1 到 1，因此材

料具有负泊松比的特性在理论上亦是允许的。 

负泊松比材料的提出为发展具有特殊力学性能的材料和结构指明了一个全新的

方向和途径，本章以第二章的能量均匀化理论为基础，构建具有极限负泊松比特性的

材料微结构优化数学模型，以材料组份比为约束条件，实现具有极限负泊松比特性的

微结构优化设计。 
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4.2 具有极限负泊松比的微结构拓扑优化数学模型及敏度分析 

4.2.1 具有极限负泊松比的微结构拓扑优化数学模型 

根据第三章式（3.9）可知： 

12 12

22 11

x y

D D

D D
                            (4.1)

 

基于各向同性材料的微结构，其等效弹性系数矩阵中 11 22

H HD D ，则对于各向同

性材料微结构的等效泊松比可简化表示为： 

12

11

H

H

D

D
                               (4.2) 

本文若直接以 12 11/ 1H HD D    为优化目标，采用拓扑优化技术使目标函数无限

接近-1，以实现具有极限负泊松比属性的材料微结构优化，是极其困难的。对于以

12 11/ 1H HD D    这种高度非线性的目标为优化目标的数学模型，基于一般的优化求

解算法是很难实现的，必须额外添加约束或者改进优化求解算法。基于此，本文采取

多目标加权优化的方式，基于一般的 OC 优化准则法在不添加额外约束的情况下实现

具有极限负泊松比的材料微结构拓扑优化设计，即以材料组份比为约束条件，以优化

求解得到的微结构等效弹性矩阵与预先设定的 1   的目标弹性矩阵相应元素的平

方差的加权组合最小为优化目标，以获得满足要求的微结构构型。这种处理方式下的

优化模型与第三章中具有极限弹性性能的微结构优化模型高度相似，方便了优化求解

及后续相应的敏度分析。 

由式（4.2）可知，要获得具有极限负泊松比（即， 12 11/ 1H HD D    ）的微结构，

等价于求解给定性能 11

HD （ 22 11

H HD D ）、 12

HD 的微结构，即要获得给定的等效弹性系

数矩阵： 

* *

11 12 11 12

* *

22 22

66 66

0 0

0 0

H H H H

H H H H

H H

D D D D

D D

sym D sym D

   
   

     
   
   

D D            (4.3) 

具体的优化数学模型如下式所示： 

 
3

* 2

1

0

1,2,...,

1
( ( ) )

2

. . ( ) / 0

0 1

i

H H

l ll i ll

l

i

find i N

Min x

s t V x V f

 




  

  

  



x

D D

x

                  

(4.4) 

式中 l 为等效弹性系数矩阵中相应元素的权重系数，本文取  0.01 0.01 1l  ；
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H

llD 为等效弹性系数矩阵 HD 的中的元素，相应地，
*H

llD 为预先给定的等效弹性系数矩

阵 *HD 的主分量(其中 11ll  、 22ll  、 12ll  、 33ll  分别对应为 11

HD 、 22

HD 、 12

HD 、 66

HD

或
*

11

HD 、
*

22

HD 、
*

12

HD 、 66

HD )； ( )V ρ 为优化后结构的体积； f 为材料组份比； 0V 为设

计域体积。 

4.2.1 目标函数的灵敏度分析 

目标函数的灵敏度为目标函数对设计变量的导数，由第三章的式（3.16）可知： 

 111 2H

i

i i

P
Q

x x






D
                           (4.5) 

 222 2H

i

i i

P
Q

x x






D
                           (4.6) 

      4 2 112

H

i i i

i i

P
Q Q Q

x x


  



D
                     (4.7) 

则对于极限负泊松比的材料微结构的敏度分析公式为： 

   

   

        

3
*

1

1*

1 11 11

2*

2 22 22

4 2 1*

3 12 12

( ( ) )

2
( )

2
( )

( )

H
H H ll

l ll i ll

li i

H H

i i

i

H H

i i

i

H H

i i i i

i

x
x x

P
x Q

x

P
x Q

x

P
x Q Q Q

x













 

 

  

 

  


D

D D

D D

D D

D D

             

(4.8) 

4.3 具有极限负泊松比材料微结构的优化实施步骤 

按照上述建立的优化数学模型，结合相应的灵敏度分析，采用优化准则法（OC

方法）即可对上述优化模型进行优化求解，本文采用的收敛条件是连续两次设计变量

的绝对差值
( 1) 0.01k kx x   时收敛，优化流程如图 4.2 所示，其具体步骤如下： 

Step1：定义材料微结构的设计域，将材料平均离散到单元，定义初始结构布局； 

Step2：设定目标等效弹性矩阵； 

Step3：材料微结构的有限元静力分析； 

Step4：基于应变能等效的均匀化方法求解材料微结构的等效弹性系数矩阵； 

Step5：目标函数的计算及敏度分析； 

Step6：采用优化准则法对设计变量进行更新； 

Step7：根据收敛条件判断目标函数是否收敛，如果不收敛，则重复步骤 3~步骤

6，如果收敛，则输出结果。 
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定义设计域及初始结构布局

基于应变能等效的均匀化方法

求解等效弹性矩阵

计算目标函数及相对应的敏度

OC法更新设计变量

结果收敛？

计算结束，输出结果

N

Y

微结构的有限元分析求解

设定目标等效弹性矩阵

 

图 4.2 极限负泊松比材料微结构的拓扑优化流程图 

4.4 数值算例分析与讨论 

根据前述建立的优化数学模型及相应的灵敏度分析可知，通过预先设定目标弹性

矩阵，采用一般的 OC 优化准则法进行优化求解，使优化求解得到的等效弹性系数矩

阵值不断逼近目标弹性矩阵值，以此可以得到具有极限负泊松比（即

12 11/ 1H HD D    ）微结构的最优拓扑构型。基于此，本节将在不同材料组分比和网

格数目以及不同初始结构布局下对微结构进行优化设计，使优化得到的最优拓扑构型

具有极限负泊松比的特性，并分析讨论不同材料组分比、不同网格数目以及不同的初

始结构对具有极限负泊松比微结构的最优拓扑构型及等效泊松比值的影响。 

4.4.1 不同材料组分比和网格数目下具有极限负泊松比的微结构拓扑优化 

下面将比较在不同材料组分比和网格数目下具有极限负泊松比微结构的最优拓

扑构型的差异。微结构的材料组分比分别为 0.3、0.4、0.5、0.6 等四种，微结构的设

计域离散为 30x30、60x60 个网格单元。选取实体材料的弹性模量 0 9.1E  ，泊松比为

0.3  ，为了优化求解的数值稳定性，选取孔洞区域的材料属性为弹性模量
6

0 10voidE E   ，泊松比 0.3  。 

给定泊松比 1   的目标弹性系数矩阵为： 
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* *

11 12

* * *

12 22

66

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0 0

H H

H H H

H

D D

D D

D

   
   

     
     

D                    (4.9) 

表 4.1 和表 4.2 分别为无初始结构布局和有初始结构布局时微结构的最优拓扑构

型及相应的等效弹性系数矩阵，相应地，图 4.1 和图 4.2 分别为表 4.1 和表 4.2 中不同

材料组分比和不同网格数目下的目标函数迭代曲线图。 

表 4.1 无初始结构布局时具有极限负泊松比的微结构构型和相应的等效弹性矩阵 

材料组

分比 

网格

数目 

最优拓扑构型 等效弹性系数矩阵 

及等效泊松比值 单胞 1x1 单胞 3x5 

0.3 

30x30 

  

0.4086 0.2135 0

0.5252 0

0.0058sym

 
 
 
  

0.5224    

60x60 

  

0.4017 0.2043 0

0.3949 0

0.0036sym

 
 
 
  

0.5086    

0.4 

30x30 

  

0.7642 0.3997 0

0.5524 0

0.0239sym

 
 
 
  

0.5230    

60x60 

  

0.7382 0.3803 0

0.5092 0

0.0166sym

 
 
 
  

0.5152    

0.5 30x30 

  

0.6957 0.4808 0

0.8666 0

0.0259sym

 
 
 
  

0.6911    
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60x60 

  

0.7519 0.4585 0

0.7963 0

0.0393sym

 
 
 
  

0.6099    

0.6 

30x30 

  

0.9790 0.5242 0

0.9290 0

0.0681sym

 
 
 
  

0.5354    

60x60 

  

0.9265 0.5097 0

0.9596 0

0.0513sym

 
 
 
  

0.5501    

      

（a）组分比 0.3 时不同网格下的目标收敛曲线（b）组分比 0.4 时不同网格下的目标收敛曲线 

    

（c）组分比 0.5 时不同网格下的目标收敛曲线 （d）组分比 0.6 时不同网格下的目标收敛曲线 

图 4.1 材料组份比 0.3、0.4、0.5、0.6 时不同网格数目下的目标函数值收敛曲线 
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表 4.2 有初始结构布局时具有极限负泊松比的微结构构型和相应的等效弹性矩阵 

材料组

分比 

网格数

目 

最优拓扑构型 等效弹性系数矩阵 

及等效泊松比值 单胞 1x1 单胞 3x5 

0.3 

30x30 

  

0.4255 0.092 0

0.4249 0

0.0065sym

 
 
 
    

0.2162    

60x60 

  

0.4204 0.0949 0

0.4204 0

0.0076sym

 
 
 
    

0.2257    

0.4 

30x30 

  

0.5963 0.1561 0

0.5963 0

0.0148sym

 
 
 
    

0.2617    

60x60 

  

0.7725 0.1597 0

0.7725 0

0.0125sym

 
 
 
    

0.2067    

0.5 

30x30 

  

0.8436 0.2834 0

0.5812 0

0.0346sym

 
 
 
    

0.3359    

60x60 

  

0.7439 0.2070 0

0.7439 0

0.0426sym

 
 
 
    

0.2783    
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0.6 

30x30 

  

0.9375 0.2743 0

0.9375 0

0.0842sym

 
 
 
    

0.2926    

60x60 

  

0.9518 0.2107 0

0.9518 0

0.0205sym

 
 
 
    

0.2214    

    

（a）组分比 0.3 时不同网格下的目标收敛曲线（b）组分比 0.4 时不同网格下的目标收敛曲线 

    

（c）组分比 0.5 时不同网格下的目标收敛曲线 （d）组分比 0.6 时不同网格下的目标收敛曲线 

图 4.2 材料组份比 0.3、0.4、0.5、0.6 时不同网格数目下的目标函数值收敛曲线 

由经典的弹性理论可知，材料的泊松比  的范围为： 1 0.5   ，分析比较表 4.1

和表 4.2中在不同材料组分比和不同网格数目下所得到的具有极限负泊松比微结构的

最优拓扑构型和等效弹性系数矩阵，可以看出优化得到的微结构的最优拓扑构型均具

有显著的负泊松比特性，其相应的泊松比值亦均未超过-1，因此，利用拓扑优化技术，
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基于能量均匀化方法可以实现具有极限负泊松比微结构的优化设计。 

分析比较表 4.1 中优化得到的微结构的最优拓扑构型和相应的等效弹性系数矩

阵，发现在不同的材料组分比下所得到微结构的最优拓扑构型和相应的等效弹性系数

矩阵均具有较大差异，但其相应的等效泊松比值差别却不大，除在材料组分比为 0.5，

网格数目 30x30 所得的结果 0.6911   之外，其等效泊松比值均位于-0.5086-0.6099 之

间；在相同材料组分比、不同的网格数目下，优化得到的最优拓扑构型具有一定的相

似性，相应的等效弹性系数矩阵与等效泊松比值的差别也较小。 

以微结构的等效泊松比值等于-1 为优化目标的优化问题是一种高度非线性的优

化问题，虽然在优化数学模型中将多个优化目标按权重因子进行加权处理， 但该问

题仍属于一种较复杂的多目标优化问题，在优化过程中涉及到多个单目标的权衡和制

约过程，所以在不同的材料组份比下，微结构的最优拓扑构型具有较大的差异，但其

优化目标 12 11/ 1H HD D    差异较小，均位于-0.5086-0.6099 之间，这与前述对于以体

积模量最大为优化目标的多目标优化问题的分析所得结论相一致。但不同的网格数目

对于具有极限负泊松比微结构的最优拓扑构型的影响较小，其相应的等效泊松比值差

别也较小。 

图 4.1 为材料组分比分别为 0.3、0.4、0.5、0.6 时不同网格数目下的目标函数收

敛曲线图。从图中可以看出在不同网格数目下目标函数值的收敛曲线差别不大，特别

是材料组分比为 0.4 和 0.6 时。观察上述各图可以发现，随着迭代的进行，目标函数

值均在逐步稳定地减小，在 40 步后均趋于收敛，但在迭代开始之初，目标函数值均

会出现振荡，在迭代 15 步左右后，目标函数值才会迅速收敛。 

表 4.2 中所示为有初始结构布局时具有极限负泊松比微结构的优化结果，具体的

初始结构布局如图 4.3 中所示。 

      

a 1/4 单胞设计域                b 微结构单胞 

图 4.3 中心为圆孔的初始结构布局示意图 

分析比较表 4.2 中所得微结构的最优拓扑构型可以发现，在不同的材料组份比和

不同的网格数目下优化得到的最优拓扑构型具有高度的相似性，表明初始结构布局对
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微结构的最优拓扑构型具有显著的指引性作用，在不同的材料组分比和网格数目下均

能得到稳定的拓扑构型；比较其相应的负泊松比值，发现其差别也较小，除材料组分

比为 0.5、网格数目 30x30 时所得泊松比 0.3359   之外，其泊松比值均位于-0.2067 到

-0.2926 之间，这与前述对于以体积模量最大为优化目标的较复杂多目标优化问题所

得结果相吻合，即初始结构布局对于较复杂的多目标优化问题有着重要的影响，对其

最优拓扑构型有显著的指引性作用，对最优目标值影响较小。 

图 4.2 为材料组分比分别为 0.3、0.4、0.5、0.6 时不同网格数目下的目标函数收

敛曲线图。从图中可以看出在网格数目为 60x60 时，其目标函数值在 12 步到 20 步之

间会出现收敛，而网格数目为 30x30 时，其收敛速度则较慢。相比图 4.1 中无初始结

构布局时的目标函数迭代曲线发现，有初始结构布局时其迭代过程较稳定，如在优化

迭代之初，均不会出现类似于图 4.1 中的目标函数值振荡的现象，特别如图 4.2 中材

料组分比为 0.5 和 0.6 时，在优化迭代之初，目标函数值便稳定迅速的逐步减小，没

有出现目标函数值振荡的现象。 

4.4.2 不同初始结构布局下具有极限负泊松比的微结构拓扑优化 

根据第三章所得结论，初始结构布局对于微结构的最优拓扑构型具有显著的指引

性作用，对其优化迭代过程有着重要的影响。基于此，本文将在不同的初始结构布局

下对具有极限负泊松比的微结构进行拓扑优化设计，以分析不同的初始结构布局对微

结构最优拓扑构型的影响。选取实体材料的弹性模量 0 9.1E  ，泊松比为 0.3  ，为

了优化求解的数值稳定性，选取孔洞区域的材料属性为弹性模量
6

0 10voidE E   ，泊松

比 0.3  。材料组份比为 0.4，微结构设计域离散为 40x40 个单元，鉴于约束与载荷

的对称性，选取整个微结构设计域的 1/4 建立有限元模型进行优化求解。为充分说明

初始结构布局对以极限负泊松比为优化目标的微结构优化设计的影响，初始结构布局

按照其几何对称性分为无初始结构布局（即材料均匀分布）、中心 1/4 对称、单轴对

称、初始结构均匀化布局、初始结构布局不对称等五大类。如表 4.3 所示优化结果为

在不同初始结构布局下，以极限负泊松比为优化目标的微结构的最优拓扑构型和其相

应的等效弹性系数矩阵及等效泊松比值。如图 4.4 为表 4.3 中几种较具代表性的初始

结构布局（无初始结构布局（initial=1）、中心 1/4 对称（initial=2）、单轴对称（initial=6）、

均匀化布局（initial=7）、不对称（initial=10））的微结构构型的迭代演变图。 

表 4.3 不同初始结构布局对具有极限负泊松比微结构优化的影响 

初始

布局

的对

称性 

结构初始布局 

最优拓扑构型 
等效弹性系数矩阵 

及等效泊松比值 
单胞 1x1 单胞 3x5 
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无初

始结

构布

局 
 

  

0.7058 0.3636 0

0.5240 0

0.0117sym

 
 
 
  

0.5152    

Initial=1 

中心

1/4对

称 

 
  

0.4564 0.1119 0

0.4564 0

0.0129sym

 
 
 
  

0.2452    

Initial=                                        

 
  

0.5076 0.1245 0

0.5076 0

0.0128sym

 
 
 
  

0.2452    

Initial=3                                       

 
  

0.6195 0.4281 0

0.7808 0

0.0098sym

 
 
 
  

0.6910    

Initial=4 

单轴

对称 

 
  

0.3604 0.3154 0

0.7060 0

0.0170sym

 
 
 
  

0.8751    

Initial=5                                       



三  峡  大  学  硕  士  学  位  论  文 

59 

 
  

0.7060 0.3154 0

0.3604 0

0.0071sym

 
 
 
  

0.4467    

Initial=6 

初始

结构

均匀

化布

局 

 
  

0.6685 0.4583 0

0.6689 0

0.0194sym

 
 
 
  

0.6856    

Initial=7                                       

 
  

0.8124 0.5983 0

0.8439 0

0.0337sym

 
 
 
  

0.7365    

Initial=8 

初始

布局

不对

称 

 
  

0.7897 0.5034 0

0.7893 0

0.0221sym

 
 
 
  

0.6375    

Initial=9                                       

 
  

0.5430 0.1856 0

0.5303 0

0.0066sym

 
 
 
  

0.3418    

Initial=10 
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（a）initial=1 时最优构型迭代图        （b）initial=2 时最优构型迭代图 

    

（c）initial=6 时最优构型迭代图        （d） initial=7 时最优构型迭代图 

 

（e） initial=10 时最优构型迭代图 

图 4.4 不同初始结构下微结构构型的迭代演变图 

分析比较表 4.3中不同初始结构布局下微结构的最优拓扑构型及其相应的等效弹

性系数矩阵，发现不同的初始结构布局下所得的最优拓扑构型及相应的等效弹性系数

矩阵具有较大的差异。但在初始结构布局 initial=2 与 initial=3 时所得微结构的最优拓

扑构型具有高度的相似性，相应的等效弹性系数矩阵及等效负泊松比值相差也较小，

因为 initial=2 与 initial=3 这两种初始结构布局高度相似；在初始结构布局 initial=10
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时所得微结构的最优拓扑构型与初始结构布局 initial=2 时所得最优拓扑构型的 1/4 结

构具有高度的相似性，相应的等效弹性系数矩阵及等效负泊松比值相差也较小，因为

初始结构布局 initial=10 为初始结构布局 initial=2 的 1/4 结构，所得的微结构构型仍为

initial=2 的 1/4 结构，这也更加从侧面验证了初始结构布局对最优拓扑构型显著的指

引性作用；在初始结构布局 initial=5 与 initial=6 这两种不同的单轴对称初始布局下所

得微结构的最优拓扑构型与等效弹性矩阵亦均具有相应的单轴对称性。这与前述对于

以体积模量最大为目标的优化问题的分析所得结果相一致，即不同初始结构布局下所

得的最优拓扑构型差异明显，且初始结构布局对于微结构的最优拓扑构型具有显著的

指引性作用。但对于 12 11/ 1H HD D    这种高度非线性的优化问题，在不同的初始结

构布局下其等效弹性矩阵具有较明显的差异，所得的优化目标值仍具有一定的差异

性。 

4.5 本章小结 

对于 12 11/ 1H HD D    这种高度非线性的优化目标，一般的优化算法很难实现，

本文通过预先设定目标弹性矩阵，采取优化目标与预先设定目标平方差的加权组合最

小为优化目标，以材料的组份比为约束，实现了具有极限负泊松比的材料微结构构型

设计。算例分析表明，不同材料组份比下的最优拓扑构型与等效弹性矩阵差异明显，

但其优化目标值  的差异较小，在不同网格数目下的最优拓扑构型、等效弹性矩阵及

优化目标值  的差异均较小；不同初始结构布局对材料微结构的最优拓扑构型具有指

引性作用，使其优化迭代过程稳定。 
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5 总结和展望 

5.1 全文总结 

高技术的发展对材料性能提出了越来越高的要求，而某些需要的性能已经超出了

自然界所能提供的范围，因此研发具有新的特殊性能的材料已成为学术界和工程界非

常关注的课题。材料的微观结构对其宏观性能有很大的影响，通过对材料微观结构进

行设计，可以获得具有极限宏观性能的材料和结构。本文基于应变能等效的能量法均

匀化方法求解微结构的等效弹性性能，基于 SIMP 材料插值模型，并利用成熟的拓扑

优化技术对具有极限弹性性能和极限负泊松比特性的材料微观构型进行优化设计。 

本文主要的研究内容及成果如下： 

1）基于均匀化理论推导了材料微结构的等效弹性系数矩阵的求解过程，为能利

用成熟的拓扑优化技术，将基于均匀化理论的等效弹性系数矩阵表达成基于应变能等

效的能量表达式，然后根据推导的公式在 Matlab 中编写了求解微结构等效弹性性能

的程序，通过与相关权威文献的计算结果进行对比，验证了本文基于能量均匀化方法

求解材料微结构等效弹性性能的正确性和有效性；相关数值算例表明，对于材料组分

比相同但截取自不同周期性结构的不同微结构单胞，其等效弹性性能差异明显，但不

同的网格数目对微结构等效弹性性能的影响足以忽略，对于截取自同一周期性结构的

不同微结构单胞具有完全相同的等效弹性性能，这对后续优化设计得到的具体微结构

构型的判定具有一定的理论指导意义。 

2）基于 SIMP 材料插值模型，以材料微结构等效弹性系数矩阵中的某项或某几

项分量加权组合最大作为优化的具体目标，以材料组分比为约束，实现了具有最大水

平抗拉压刚度、最大竖直抗拉压刚度、最大抗剪切刚度、最大水平竖直双向模量之和

以及最大体积模量的材料微结构的最优拓扑构型设计。数值算例表明，对于较简单的

优化目标，如水平抗拉压刚度最大、竖直抗拉压刚度最大、抗剪切刚度最大、水平竖

直双向模量之和最大，不同材料组份比和网格数目对最优拓扑构型、等效弹性矩阵及

优化目标值的影响较小，对于较复杂的目标，如体积模量最大，不同材料组分比和网

格数目对最优拓扑构型、等效弹性矩阵的影响较大，但对其最优目标值的影响较小；

不同初始结构布局下的最优拓扑构型和等效弹性矩阵差异明显，特别对于如体积模量

最大这种较复杂的目标，但其最优目标值差异较小，同时表明初始结构布局对材料微

结构最优拓扑构型及优化迭代过程具有指引性作用。 

3）对于 1   这种高度非线性的优化目标，本文通过预先设定目标弹性矩阵，

采取优化目标与预先设定目标平方差的加权组合最小为优化目标，实现了具有极限负

泊松比的材料微结构构型设计。算例分析表明，不同材料组份比下的最优拓扑构型与

等效弹性矩阵差异明显，但其优化目标值  的差异较小，在不同网格数目下的最优拓
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扑构型、等效弹性矩阵及优化目标值  的差异均较小；不同初始结构布局对材料微结

构的最优拓扑构型具有指引性作用，使其优化迭代过程稳定。 

5.2 研究展望 

对具有特殊性能材料的研究已成为学术界与工程界非常关注的课题，而本文的工

作主要集中在极限弹性性能与极限负泊松比的微结构优化设计方面，还有不少研究工

作需要深入的开展： 

1）多功能复合材料的优化设计 

由于实际工程应用中对材料与结构的性能要求已经涉及弹性性能、散热性能、电

磁性能、热膨胀性能、隔音吸能以及隐身等多个领域，因此如何设计出满足实际工程

应用的多功能复合材料微结构构型是下一步需要开展的研究。 

2）材料/结构的一体化设计 

现有对于材料、结构的研究工作大都将材料设计与结构优化置于完全分离的状

态，未能考虑在材料/结构一体化的优化设计中材料微观构型与宏观结构之间的反馈

关系，不能充分发挥材料的潜在性能，因此如何构建材料/结构一体化的多尺度优化

模型、设计宏观性能约束下的最优微观拓扑构型仍是下一步需要开展的研究。 
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附录：攻读硕士学位期间发表的部分学术论著 
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