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摘要：基于应变能等效的能量法，求解材料微结构的等效弹性系数矩阵，以等效弹性系数矩阵主对
角线上元素的某项或某几项的加权组合最大为目标，以材料体积率为约束，构建具有极限弹性性
能材料微结构的拓扑优化模型，采用ＳＩＭＰ插值结合优化准则法求解该优化模型，推导了优化求解
过程中的敏度表达式，实现了具有极限弹性性能的材料微结构拓扑构型设计．数值算例验证拓扑
优化模型和算法的有效性．
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　　高科技的发展对材料性能提出了越来越高的要
求，如零或负的膨胀系数、极端热传导系数、负泊松比
等特殊的性能．材料的宏观性能依赖于材料微观结构
的性能，而材料微观结构的性能取决于微观结构的尺
度、构型及材料组份比，因此，对具有特殊宏观性能的
材料可以通过对其微观结构的设计来实现［１］．国外学

者如Ｓｉｇｍｕｎｄ等［２］率先提出材料微结构拓扑优化理
论，对各向同性材料微结构单胞采用拓扑优化逆向设
计技术实现了工程中所需材料特定宏观性能的微结

构构型设计，Ｎｅｖｅｓ等［３］基于均匀化方法获得了周期
性线弹性微结构的最优拓扑构型，Ｊａｍｅｓ等［４］通过对
具有最大刚度和流体渗透性的微结构进行设计，实现
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了材料多功能优化，Ｈｕａｎｇ等［５］基于双向渐进结构
优化法实现了具有最大剪切模量和最大体积模量的

微结构拓扑优化．国内学者如刘远东等［６］基于多尺度
均匀化方法开展了周期性复合材料微结构的多目标

拓扑优化设计，王宝来等［７］针对轻质材料利用拓扑优
化技术实现了最刚微结构构型设计，王宪杰等［８］利用
双向渐进结构优化方法实现了基于宏观性能的微观

多孔材料拓扑优化设计，汪雷等［９］基于均匀化理论和
拓扑优化技术实现了具有最优导热性能的复合材料

微结构拓扑优化设计，张卫红等［１０］基于能量法实现
了材料微结构的等效弹性性能的预测，采用对偶凸规
划方法结合周长约束策略进行了微结构构型优化设

计．拓扑优化的目的就是确定具有特定性能微观结构
的材料分布，充分发掘材料潜力，从设计的角度提高
材料性能．
基于此，本文采用应变能等效的能量法实现材料

微结构的等效弹性系数矩阵的求解，然后以等效弹性
系数矩阵主对角线上元素的某一项或者某几项的加

权组合为目标，以材料体积率为约束，建立材料微结
构的拓扑优化模型．采用ＳＩＭＰ插值及优化准则法求
解该优化模型，以敏度过滤抑制数值不稳定现象，实
现具有极限弹性性能的最优微结构的拓扑构型优化

设计．

１　材料微结构的等效性能预测

均匀化方法具有严格的数学理论推导，以连续介
质理论为基础，基于扰动理论将物理场按表征微观结
构尺度的小参数渐进展开，从而得到材料微结构的等
效弹性性能，但其数学推导繁琐，计算复杂．基于应变
能等效的能量法与均匀化方法相比，其本质相同，但
其计算效率高，推导简洁，编程实现简便［１０］，因此本
文将通过应变能等效的能量法求解材料微结构的等

效弹性性能．

图１　微结构等效示意图

对于图１（ａ）所示的微观不均匀结构，宏观上可
将其等效为等体积的均质等效体，如图１（ｂ）所示，该
均质等效体的应力和应变应满足如下条件：等效体的

应力等于微结构的平均应力σ＝１Ｖ∫ΩσｄΩ
（Ｖ 为微结

构的体积）；等效体的应变等于微结构的平均应变ε＝

１
Ｖ∫ΩεｄΩ．

该均质等效体的平均应力与应变满足如下

的胡克定律：

σ＝ＤＨε （１）

式中，ＤＨ 即为微结构的等效弹性系数矩阵．
对于二维正交各向异性材料，式（１）可进一步表

示为

σ１１

σ２２

σ

熿

燀

燄

燅１２

＝

ＤＨ
１１１１ ＤＨ

１１２２ ０

ＤＨ
１１２２ ＤＨ

２２２２ ０

０ ０ ＤＨ

熿

燀

燄

燅１２１２

ε１１

ε２２

ε

熿

燀

燄

燅１２

（２）

式中，σ１１、σ２２分别为１方向、２方向的平均应力，ε１１、ε２２
为相应的平均应变，σ１２、ε１２为１、２方向的平均剪切应
力与应变．
定义微结构的应变能为

Ｅ＝∫Ω
εＴＤεｄΩ （３）

　　在均匀边界载荷条件下，材料微结构和均质等效
体的弹性应变能应是相等的，由此可得出微结构的单
位体积应变能

Ｅ（ε）＝ １Ｖ∫Ω
εＴＤεｄΩ＝ １Ｖ∫Ω

（σ１１ε１１＋σ２２ε２２＋

σ１２ε１２）ｄΩ＝ １２
（σ１１ε１１＋σ２２ε２２＋σ１２ε１２） （４）

　　利用式（２）、（４），通过给定微结构特定的应变场
（位移边界），便可以计算出微结构的单位体积应变
能，进而推导出材料微结构的等效弹性性能能量表达
式．例如，给定微结构平均应变ε（１）＝（１　０　０）Ｔ（上

标代表工况编号），由式（２）可得应力σ（１）＝（ＤＨ
１１１１　

ＤＨ
１１２２　０）Ｔ，将平均应力和平均应变代入式（４）可得：

ＤＨ
１１１１＝２Ｅ（１），这即是能量法求解材料微结构等效弹
性性能的基本原理，通过给定材料微结构的４种不同
工况条件（即位移边界条件），即可得到材料微结构的
等效弹性性能，具体见表１．

表１　给定工况条件下微结构的应变能

工况条件 微结构的应变能

水平方向应变ε（１）＝［１　０　０］Ｔ　 Ｅ（１）＝１２Ｄ
Ｈ
１１１１

竖直方向应变ε（２）＝［０　１　０］Ｔ　 Ｅ（２）＝１２Ｄ
Ｈ
２２２２

剪切方向应变ε（３）＝［０　０　１］Ｔ　 Ｅ（３）＝１２Ｄ
Ｈ
１２１２

水平与竖直方向应变ε（４）＝［１　１　０］Ｔ
Ｅ（４）＝１２

（２　ＤＨ
１１２２＋

ＤＨ
１１１１＋ＤＨ

２２２２）

　　由表１可得材料微结构的等效弹性系数矩阵ＤＨ

的表达式为
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ＤＨ ＝
２Ｅ（１） Ｅ（４）－Ｅ（２）－Ｅ（１） ０

２Ｅ（２） ０
ｓｙｍ ２Ｅ（３

熿

燀

燄

燅
）

（５）

２　材料微结构的拓扑优化模型

基于ＳＩＭＰ插值模型，以单元的相对密度为设计
变量，结构整体的体积率为约束，材料微结构的某一
项或某几项极值力学特性为目标，建立如下优化数学
模型：

ｍａｘ　φ＝∑
３

ｌ＝１
ωｌＤｌｌ（ρ（ｘ））

ｓ．ｔ．　Ｖ（ρ）／Ｖ０－ｆ＝０，

　　０＜ρｍｉｎ≤ρ（ｘ）≤

烅

烄

烆 １

（６）

式中，ωｌ为加权系数（ωｌ∈［０，１］）；Ｄｌｌ为等效弹性系
数矩阵ＤＨ 的主分量（其中ｌｌ＝１１、ｌｌ＝２２、ｌｌ＝３３分
别对应为Ｄ１１１１、Ｄ２２２２、Ｄ１２１２）；Ｖ（ρ）为优化后结构的体
积；ｆ为体积系数；Ｖ０ 为设计域体积；为防止刚度阵
奇异，取最小密度值ρｍｉｎ＝０．００１．

３　灵敏度分析

有限元平衡方程为

ＫＵ ＝Ｆ （７）
式中，Ｆ、Ｕ 分别为微结构的结点力向量与结点位移向
量．
见表１，在相应边界条件下（上标ｎ表示边界条

件）的材料微结构应变能为

Ｅ（ｎ）＝ １２Ｕ
（ｎ）ＴＫＵ（ｎ） （８）

　　由式（７）、（８）可得微结构的应变能对设计变量ρｉ
的导数为

Ｅ（ｎ）

ρｉ
＝ 
ρｉ

１
２Ｆ

（ｎ）ＴＵ（ｎ（ ）） ＝ 
ρｉ

１
２Ｕ

（ｎ）ＴＫＵ（ｎ（ ）） ＝
１
２
Ｕ（ｎ）ＴＫ

ρｉ
Ｕ（ｎ）＋２Ｕ

（ｎ）Ｔ

ρｉ
ＫＵ（ｎ［ ］） ＝

１
２Ｕ

（ｎ）ＴＫ
ρｉ
Ｕ（ｎ）＝ Ｐ

ρｉ
１
２Ｕ

（ｎ）Ｔ
ｉ ＫｉＵ（ｎ）（ ）ｉ ＝ Ｐ

ρｉ
Ｅ（ｎ）
ｉ （９）

其中

Ｕ（ｎ）Ｔ

ρｉ
ＫＵ（ｎ）＝ Ｕ（ｎ）Ｔ

Γ

ρｉ
　Ｕ

（ｎ）Ｔ
Ω

ρ［ ］ｉ

Ｆ（ｎ）Γ
Ｆ（ｎ）［ ］
Ω
＝

０　Ｕ
（ｎ）Ｔ
Ω

ρ［ ］ｉ

Ｆ（ｎ）Γ［ ］０ ＝０ （１０）

式中，Ｕ（ｎ）
Γ 为微结构边界上的结点位移向量，Ｕ（ｎ）

Ω 为

微结构内部结点位移向量，Ｆ（ｎ）Γ 为微结构边界上的结

点外力向量，Ｆ（ｎ）Ω 为微结构内部结点外力向量．
由式（５）得

Ｄｌｌ
ρｉ

＝

ＤＨ
１１１１

ρｉ
ＤＨ

１１２２

ρｉ
０

ＤＨ
２２２２

ρｉ
０

ｓｙｍ ＤＨ
１２１２

ρ

熿

燀

燄

燅ｉ

＝

Ｐ
ρｉ

２Ｅ（１）
ｉ Ｅ（４）

ｉ －Ｅ（２）
ｉ －Ｅ（１）

ｉ ０

２Ｅ（２）
ｉ ０

ｓｙｍ ２Ｅ（３）

熿

燀

燄

燅ｉ

（１１）

　　按照上述灵敏度的求解方法，结合有限元分析，
采用优化准则求解算法即可对上述优化模型进行优

化求解，优化流程如图２所示，其具体步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：定义材料微结构设计域，将材料离散到单
元；

Ｓｔｅｐ２：材料微结构有限元静力分析；

Ｓｔｅｐ３：基于能量法求解材料微结构的等效弹性
系数矩阵；

Ｓｔｅｐ４：目标函数的计算及敏度分析；

Ｓｔｅｐ５：采用优化准则法对设计变量进行更新；

Ｓｔｅｐ６：根据收敛条件判断目标函数是否收敛，如
果不满足收敛条件，则重复Ｓｔｅｐ２～Ｓｔｅｐ５，如果满足
收敛条件，输出结果．

图２　材料微结构优化设计流程图

４　数值算例及分析

根据前述构建的优化模型及敏度分析，选取实体
材料的弹性模量Ｅ０＝１　０００，泊松比μ＝０．３，材料体
积约束为ｆ＝０．５，设计域离散为５０×５０个单元，加
权系数ωｌ分别取ｗ＝［１　０　０］、ω＝［０　１　０］、ω＝［００

１］和ω＝［１２
１
２ ０

］，相应的优化目标分别为 ｍａｘ
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ＤＨ１１１１、ｍａｘ　ＤＨ２２２２、ｍａｘ　ＤＨ１２１２和 ｍａｘ（１２Ｄ
Ｈ
１１１１＋１２Ｄ

Ｈ
２２２２），

具体结果见表２（表２中最优拓扑构型图中黑色表示
实体材料部分，白色表示孔洞部分）．
表２　不同优化目标下微结构的最优拓扑构型

优化目标
最优拓扑构型

单胞１＊１　单胞２＊２　单胞３＊３

等效弹性

系数矩阵

ｍａｘ　ＤＨ１１１１

４８７　０　０

０ ０

ｓｙｍ

熿

燀

燄

燅０

ｍａｘ　ＤＨ２２２２

０ ０ ０

４８７　０

ｓｙｍ

熿

燀

燄

燅０

ｍａｘ　ＤＨ１２１２

１７８　１４５　 ０

１７８　 ０

ｓｙｍ

熿

燀

燄

燅１２７

ｍａｘ（１２Ｄ
Ｈ
１１１１＋

１
２Ｄ

Ｈ
２２２２）

２５５　 ２８　 ０

２５５　 ０

ｓｙｍ

熿

燀

燄

燅１４

　　由表２可知：

１）当优化目标为 ｍａｘ　ＤＨ
１１１１，即以结构水平方向

抗拉性能最优为优化目标时，材料呈水平纤维状分
布，以增强微结构在水平方向上的承载能力，充分发
挥材料性能，其优化结果为ＤＨ

１１１１＝４８７．
２）当优化目标为 ｍａｘ　ＤＨ

２２２２，即以结构竖直方向
抗拉性能最优为优化目标时，与（１）的结果类似，材料
呈竖直纤维状分布，其优化结果与（１）相等，为ＤＨ

２２２２

＝４８７．
３）当优化目标为 ｍａｘ　ＤＨ

１２１２，即以结构抗剪切能
力最优为优化目标时，最终得到材料沿４５°方向分布
的微结构构型，其抗剪切强度性能最优，充分发挥了
材料潜力，其优化结果为ＤＨ

１２１２＝１２７．

４）当优化目标为ｍａｘ（１２Ｄ
Ｈ
１１１１＋１２Ｄ

Ｈ
２２２２），即以双

向抗拉模量之和最优为优化目标时，材料在水平方向
和竖直方向上均匀分布，最大限度地同时承载水平方
向和竖直方向上的载荷，其优化结果为ＤＨ

１１１１＝２５５、

ＤＨ
２２２２＝２５５．

５　结　语

本文基于应变能等效的能量法求解材料微结构

的等效弹性矩阵，以等效弹性矩阵主对角线上元素的
某项或者某几项加权组合最大为目标建立优化模型

对微结构进行拓扑优化设计．算例分析表明，采用

ＳＩＭＰ插值和优化准则法有效求解了该拓扑优化问
题，利用敏度过滤消除了数值不稳定现象，并得到了
具有最优水平方向抗拉强度、竖直方向抗拉强度、抗
剪切强度和双向抗拉强度等极限弹性性能的微结构

拓扑构型．
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