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摘 要：临界转速及不平衡响应分析是采用转子动力学研究转子系统动态特性的基础。以斜盘式轴向

柱塞泵-电机组转子系统为研究对象，通过 Riccati 传递矩阵法、Prohl 传递矩阵法和有限元法分别对转子系

统进行了临界转速的计算，结果表明电机轴及联轴器的存在降低了轴向柱塞泵-电机组转子系统的临界转

速，并证明了 Riccati 传递矩阵法在计算大型转子系统的优势；另外，本文通过模拟流量脉动及侧向径向压

力引起的转子不平衡状态，得到转子系统的不平衡响应特性，结果可表明，流量脉动及侧向径向压力主要

激发了转子系统的二阶固有频率，其不平衡响应最剧烈处位于转子系统两端。 
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Abstract: Critical speed and unbalance response analysis is the foundation of the research of rotor system based 

on rotor dynamics. The swash-plate axial piston pump with turbine rotor is researched, the critical speed is 

obtained by using the Riccati transfer matrix method, Prohl transfer matrix method and the ANSYS finite element 

analysis method respectively, which concludes that the turbine rotor with the coupling can reduce the critical 

speed of the rotor system and proves that the Riccati transfer matrix method has an advantage in calculating large 

rotor system; besides, the unbalance of the rotor system caused by flow pulsation and Radial and lateral pressure 

is simulated, the unbalanced response of rotor system is obtained, it is shown that the flow pulsation and Radial 

and lateral pressure mainly inspires the natural frequency for the second-order of the rotor system, and the most 

dramatic vibration occurs at the ends of the rotor system. 

Key words: turbine shaft rotor system of swash-plate axial piston pump; critical speed; unbalance response; 

Riccati transfer matrix method; finite element analysis； 

引言 

“高速高压高功重比”是未来液压系统发展的

趋势，其中提高轴向柱塞泵的转速是研究工作的重

点之一。轴向柱塞泵是结构最为复杂的液压元件，

其零部件种类数量繁多，而且存在流固耦合现象，

导致其振动产生机理极为复杂[1]。同时，轴向柱塞

泵一般由电机驱动，电机与泵之间还会安装联轴器

作为传动元件。因此，提高轴向柱塞泵转速应该把

电机转子，联轴器，轴向柱塞泵主轴、缸体等旋转

部件连同缸体轴承和支座作为整体（本文称其为

“轴向柱塞泵-电机组转子系统”）进行分析，研究

其振动响应规律，探索其振动产生机理。轴向柱塞

泵转动时受配流结构、外载荷、转子不对中以及安

装精度等的影响，必然存在偏心和不平衡，导致轴

向柱塞泵-电机组转子系统发生不可避免的振动[2]。

当转子系统的转速从低速上升到某转速时，会产生

明显的径向不平衡离心力并引起共振，使其发生剧

烈振动，此时的转速称为“临界转速”[3]。转子系
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统的强烈振动对液压系统寿命产生极大危害，并严

重影响操作人员身心健康。因此，如何提高轴向柱

塞泵-电机组转子系统的一阶临界转速成为研究重

点。转子系统临界转速相对于最大工作转速需要有

一定裕度范围，前者略大于后者。为了准确得到转

子系统一阶临界转速其产生后的振动响应，达到优

化一阶临界转速并降低振动幅值的作用，需要对其

进行不平衡响应分析[4-5]。临界转速和不平衡响应分

析都属于转子动力学研究范畴，也是研究轴向柱塞

泵-电机组转子系统的基础，对于液压系统减振降噪

具有很好的指导意义。 

国外的转子动力学研究始于 1869 年，Rankine

发表论文《On the centrifugal force of rotating 

shafts》，标志着转子动力学研究的开始[6]。但是直

到 20 世纪 70 年代，有限元分析法被用于转子系统

动力学建模和分析，转子动力学理论才开始飞速发

展。印度理工学院的 T.R. Milind 教授将组合多体动

力学（MBD）和有限元方法应用于轴向柱塞泵动力

学分析和振动特性的模拟，并结合实验得到泵组件

的模态振型和固有频率以及质量刚度对振动响应

的影响[7]；伊朗科技大学的 S.Hosseini-Hashemi 教

授介绍了一种求解自由振动旋转梯度圆柱壳动力

学特性的解析方法，并将临界速度与材料特性的变

化进行了讨论，最后用有限元模型验证了该解析方

法的正确性 [8] ；巴西乌贝兰迪亚联邦大学的

T.S.Morais 教授对某转子系统的非线性特性进行了

研究，并通过试验验证了伪随机优化法和有限元分

析的正确性[9]。近几年，许多国内学者也做了大量

研究。兰州理工大学的齐学义老师针对某多级离心

泵转子，计算了支承刚度、陀螺力矩、流体软化等

对转子系统的临界转速的影响，得到轴向应力对转

子系统的临界转速影响较大的结论[10]。上海交通大

学的王德忠教授利用 ANSYS 软件对大型屏蔽电

机泵转子系统进行了动力学研究，得到了陀螺效

应对临界转速计算结果影响较大，且各测点质量

不平衡响应共振峰值小于横向振动设计限制的

结论[11]。燕山大学的权凌霄老师提出将轴向柱塞泵

主轴及缸体旋转组件作为转子系统进行临界转速

分析，采用有限元分析法得到了增加轴承刚度及减

小缸体质量可以有效提高轴向柱塞泵-电机组转子

系统的一阶临界转速的结论[12]，但该工作并未考虑

电机转轴对整个转子系统的影响。 

本文在文献[12]的研究基础上，进一步提出将

电机转子、联轴器以及轴向柱塞泵旋转组件作为整

体进行分析，通过 Riccati 传递矩阵法、Prohl 传递

矩阵法及有限元法分析轴向柱塞泵-电机组转子系

统的临界转速，并与文献[12]的研究结果进行比较，

得到电机轴及联轴器对轴向柱塞泵-电机临界转速

的影响规律，并证明了 Riccati 传递矩阵法在分析大

型转子动力学问题时比 Prohl 传递矩阵法更精确稳

定；然后，应用 Riccati 传递矩阵法分析了转子系统

不平衡响应，验证了临界转速求解的正确性，得到

了在各阶临界转速下流量脉动及侧向径向压力激

发的各节点不平衡响应幅值。 

1 轴向柱塞泵-电机组转子系统的数学建模 

1.1 离散化建模方法 

图 1 所示为根据某型号轴向柱塞泵与电机、联

轴器装配后得到的轴向柱塞泵-电机组转子系统简

化图。为便于研究，本文做如下假设： 

（1）忽略联轴器安装非线性的影响； 

（2）轴向柱塞泵的安装误差在一般工程安装

允许范围内； 

（3）各联接件之间安装为过盈配合； 

（4）忽略配流盘和柱塞滑靴组件的作用； 

于是可将该轴向柱塞泵-电机系统视为一个整

体的转子系统，同时该转子系统不承受径向偏载作

用。 

电机轴转子 联轴器 缸体

主轴

图 1 轴向柱塞泵-电机组转子系统 

依据转子动力学理论，对图 1 转子系统进行结

点划分，得到图 2 所示的结点分布图，其中结点 3、

13、20、21、25 为电机和轴向柱塞泵的轴承所在位

置。 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 121314 15 16 17 18 19 20 2122 2423 2526 

图 2 轴向柱塞泵-电机组转子系统结点分布图 

本文选取的轴向柱塞泵型号为 25SCY14-1b，

其驱动电机型号为 Y-160M-4 11 KW，联轴器为 ML

型梅花形弹性联轴器。文献[12]已经给出了轴向柱

塞泵各部件的材料属性参数，本文进一步测得了电

机转子和联轴器的材料参数，其中，电机转子和联

轴器主要材料为 45 号钢，密度为 7.85×10
3
 kg/m

3、

弹性模量为 210 GPa。 

根据文献[12]的参数集总方法可以得到轴向柱

塞泵-电机组转子系统集总参数模型的各项参数如

表 1 所示。 

表 1 转子系统集总化模型参数表 

结

点 

号 

轴段长度

kl  

mm 

轴段质量

km  

kg 

极转动惯

量

pkJ kg·cm2 

直径转动

惯量 dkJ  

kg·cm2 

等效抗弯

刚度 

EI N·m
2
 

1 48.4 0.2632 0.580 -0.737 31312 

2 22.5 0.4036 0.850 -0.678 41264 

3 22.5 0.2809 0.625 0.119 41264 

4 46.0 0.6536 2.694 -3.063 134732 

5 40.0 1.5813 13.068 33.057 454966 

6 40.0 1.6582 13.937 65.278 454966 

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1877705816303721
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表 1（续表） 

7 40.0 1.6582 13.937 65.278 454966 

8 40.0 1.6582 13.937 65.278 454966 

9 40.0 1.6582 13.937 65.278 454966 

10 40.0 1.6582 13.937 65.278 454966 

11 48.0 1.7924 13.150 28.404 131901 

12 22.75 1.1286 2.396 -3.177 41264 

13 22.75 0.2840 0.719 0.115 41264 

14 42.8 0.6995 3.303 -0.172 179629 

15 42.8 1.1149 5.888 -0.459 179629 

16 41.0 1.2876 7.210 -3.159 303366 

17 39.0 2.4870 35.351 10.799 1223153 

18 55.0 2.0445 22.096 4.054 179629 

19 32.75 0.8362 3.986 -1.966 8151 

20 22.5 0.1674 0.186 -0.107 3864 

21 29.75 0.1302 0.143 -0.144 3480 

22 34.0 0.2601 0.584 -1.179 2896 

23 55.0 2.1890 25.562 3.368 928171 

24 12.0 1.9983 24.172 3.789 1006291 

25 12.0 0.7399 9.248 4.447 1006291 

26 0 0.3699 4.624 2.224 0 

1.2 轴承约束支撑的简化 

在转子动力学分析中，通常将轴承和转轴作为

一个系统进行分析，所以也需要对轴承约束进行简

化建模。轴向柱塞泵支撑轴承为滚动轴承，其支撑

刚度受很多因素影响，例如油膜刚度、轴承座及基

础等的动力特性，以及轴承的旋转转速等。这些参

数往往具有非线性和时变特性，因此难以确定。如

果忽略阻尼影响，可以将其简化为弹性支承，文献
[13]通过直接测试得到了C204JUT深沟球轴承的等

效刚度，其刚度随转速增大而增大，当转速为 4000 

r/min 到 10000 r/min 时，其等效刚度范围为 2×10
6
 

N/m 到 1.4×10
7
 N/m。在此基础上，本文结合文献[3]

和文献[13]，取电机轴承的支撑刚度为 5×10
6
 N/m，

其它处支承刚度为 2×10
6
 N/m，得到转子系统集总

参数模型如图 3 所示。 

图 3 轴向柱塞泵-电机组转子系统集总参数模型 

2 Riccati 传递矩阵求解转子系统临界转速 

2.1 Prohl 传递矩阵法和 Riccati 传递矩阵法 

文献[12]中已经介绍了 Prohl 传递矩阵法，这种

方法程序比较简单，运算快，并且具有矩阵维数不

随系统自由度变化的而变化的优点，但在求解大型

转子的临界转速时，可能会出现数值不稳定、精确

度低的问题。Riccati 传递矩阵法保留了 Prohl 传递

矩阵法的所有优点，并且在计算大型转子系统上，

数值更稳定精确。 

2.2  Riccati 传递矩阵求解临界转速 

对于每一个节点截面，令其状态向量为 

[ , , , ] T

i iy M QZ  (1) 

其中， 
iy 、

i 、
iM 及

iQ 分别为截面 i 处的挠

度、斜率、弯矩和剪力，将状态向量
iZ 中 4 个元素

分为 
i
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u 为两组，即 
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将(2)式展开得 
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(4) 

引入如下 Riccati 变换： 

     
1 ii
f S e  (5) 

则  
i

S 就是待定的 Riccati 传递矩阵。它是一个

待定的 2×2 阶矩阵，将(5)代入(4)式中得 
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对比(5)和(7)式得 
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式(8)就是 Riccati 传递矩阵递推公式。由起始

截面的边界条件   
1

0f ，   
1

0e ，故有初始

条件    
1

0S ，代入(8)式中即可求得  
2

S ，然后依

次递推可得到  
i

S (i=2,3,…,26)。对于末端节点 26

有 

   2626 26
[ ]f S e  (9) 

由边界条件   
26

0f  ，   
26

0e  可知，式(9)

有解的条件是 

11 12

26
21 22 26

0
s s

s s
 S  (10) 



 

 

根据以上分析，按照图 4 流程在 Matlab 软件中

编程求解。 

经过软件计算后得到该转子系统的的一阶临

界转速为 7067 r/min。同时，本文利用 Prohl 传递矩

阵法求得系统临界转速为 6945 r/min。 

开始

计算各节点截面转态量

计算各传递矩阵

设置边界条件求解

得到转子系统的一阶
临界转速

结束
 

图 4 振动系统求解程序流程图 

3 转子系统临界转速有限元分析 

3.1 有限元模型建立及网格划分 

利用SolidWorks按照实体比例画出转配体模

型，并导入ANSYS Workbench中，设置材料属性，

将轴承刚度视为常数，支撑认为视为各向同性，忽

略其他次要因素的影响，采用自动网格进行网格划

分，所划分的网格如图5所示。 

 
图 5 转子系统有限元网格模型 

3.2 接触与约束条件设置 

由于轴承在实际工作过程中轴向位移可以忽

略，所以在轴肩处设置固支约束；根据上述分析，

轴承支承可以简化为在相应位置添加等效刚度的

弹簧接触；然后，设置转子系统转速范围为2000 

r/min~10000 r/min，步长为2000 r/min。文献[12]给

出轴向柱塞泵缸体安装轴承的约束设置方式，本文

所研究的电机轴的轴承为6309Z2型深沟球轴承，与

文献[12]的轴承约束型式基本一致，本文给出电机

轴承的约束条件设置如图6所示。 

 

图6 电机轴承约束条件设置 

3.3 利用坎贝尔图求解临界转速 

在瞬态信号分析中，坎贝尔图是一种常用的方

法，利用坎贝尔图可以求出转子系统的临界转速，

即一条从原点出发的等频线与各阶固有频率的交

点。本文通过ANSYS Workbench分析得到的轴向柱

塞泵-电机组坎贝尔图如图7所示。 
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图 7 轴向柱塞泵-电机组转子系统坎贝尔图 

根据图7可以得到轴向柱塞泵-电机组转子系统

的一阶临界转速为7184 r/min，二阶临界转速为8870 

r/min。对比MATLAB分析结果，可以发现，该结果

更接近利用Riccati传递矩阵法求出的一阶临界转

速，误差仅1.5%，验证了在计算节点多，转速高的

大型转子系统临界转速时，Riccati传递矩阵法具有

精确度更高的特点。 

同时，文献[12]中得到的不考虑电机轴、联轴

器影响时，轴向柱塞泵-电机组转子系统的临界转速

约7900 r/min，与轴向柱塞泵-电机组转子系统的临

界转速对比可知，电机轴及联轴器使转子系统的一

阶临界转速降低了10%，这为研究如何提高转子系

统的临界转速提高了一定的理论依据。 

4 转子系统不平衡响应分析 

4.1 转子系统不平衡响应有限元分析方法 

由于转子系统在工作过程中存在不可避免的

偏心和不平衡，而轴向柱塞泵进出油口的流量脉动

和压力脉动会加剧这种现象，为了模拟出这种工

况，根据文献[14]对同型号轴向柱塞泵流场分析可

知，泵口流量脉动是一个类似于正弦函数的周期曲

线，所以在进行有限元分析时，本文将流量脉动近

似等效为随时间变化的正弦力，并施加在相应缸体

处。 

4.2 转子系统不平衡力计算 

在转子系统动、静平衡分析中，要求转子系统

的不平衡度必须满足其平衡质量等级。根据

GB/9239.1-2006《机械振动恒态(刚性)转子平衡品质

要求》
[15]

，对于轴向柱塞泵，其平衡质量等级为

G6.3，平衡精度为6.3 mm/s。回转件的许用不平衡

度e与平衡精度等级的关系为 

1000
e A


 

 
(11) 



 

 

式中 

e  —— 用偏心距 e表示的许用不平衡度(μm)； 

A  —— 平衡精度(mm/s)； 

  —— 回转体的最大角速度(rad/s) 

此外，旋转角速度和转速之间有如下关系 

2 / 60n   (12) 

式中 

n  —— 回转体的最大工作角速度(rad/s) 

将(12)代入(11)可得轴向柱塞泵-电机组转子系

统转子系统的最大许用不平衡度 e为 4×10
-5

 mm。 

回转体的不平衡力计算公式为： 
2F me  (13) 

本文所研究的轴向柱塞泵-电机组转子系统质

量 m 为 25.8 Kg，其正常额定工作转速 n 为 1500 

r/min，最大许用平衡度 e为 4×10
-5

 mm 代入式(13)

得到回转体的最大许用不平衡力为 25.5 N。 

如图 8，在轴向柱塞泵缸体表面中部 Y 向上施

加不平衡力(按幅值一相位的方式输入不平衡力

25.5 N，α=0)，在模态分析的基础上，通过 ANSYS

的 Harmonic 分析模块即可得出转子在不平衡力下

的振动响应。 

 
图 8 不平衡力加载位置 

由图 7 中坎贝尔图可以看出，该转子系统的一

阶、二阶临界转速均在 10000 r/min 内，所以取激振

频率为 20~200 Hz，载荷子步为 5，选用 Full 法（完

全法）分析得出加载不平衡力处的幅频特性曲线如

图 9 所示。 
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图 9 缸体处沿 Y 方向幅频特性曲线 

可以看出，该转子系统的一阶固有频率和二阶

固有频率分别约为 119 Hz 和 146 Hz，与前面模态

分析计算出的转子第一阶固有频率相一致，进一步

验证了前面利用传递矩阵法和有限元法计算转子

系统临界转速的正确性，对固有频率的计算比较精

确。同时，在不平衡力的激励下，缸体的振幅在二

阶固有频率时最大，在一阶固有频率时并不明显，

但仍然出现了振幅突变的情况，说明了该不平衡力

主要激发了缸体的二阶固有频率。 

4.3 不平衡响应的 Riccati 传递矩阵法 

用 Riccati 传递矩阵法求解转子的不平衡响应，

对于起始截面为弹性支承的转子系统，得到相邻截

面间状态变量的关系为 
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由于考虑转子为各向同性，所以(14)变为 
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式中 (cos sin )U F i   ， 为不平衡量的相

位。 

将(14)式展开得 

           

           
11 12 f1

21 22 e1

i i i ii i

i i ii i i





   


   

f u f u e F

e u f u e F
 

 

(17) 
 

引入如下 Riccati 变换： 

       
1 i ii
 f S e P  (18) 

其中  
i

S 和 
i

P 为待定的 Riccati 传递矩阵。把

(18)代入(17)式中第二式得 
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把(18)、(19)式代入(17)式中第一式得 
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对比(18)和(20)式，可得如下的递推关系式： 
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因边界条件有   
1

0f ，   
1

0e ，由(18)

式可得初始条件为 

   
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0P  (23) 

按此初始条件代入(21)式即可求得  
2

S ，把

 
2

S 代入(22)式即可求得 
2

P 。利用(21)式和(22)

式连续递推，就可求得  
i

S 和  
i

P (i=2,3,…,26)。由

于末端截面 26 的边界条件为   
26

0f ，于是根

据(18)可得 

   1

2626 26
[ ]  e S P  (24) 

这就是转子末端截面的位移向量，再由(19)式

从右往左递推，就可求得任一截面的复数位移向量

 
i

e (i=25,24,…,1)。 

根据实际情况在第 23 号节点处沿 Y 方向施加

F=25.5 N(α=0)的不平衡量，利用 MATLAB 软件根

据上述不平衡响应求解方法，得到转子系统 23 号

节点处沿Y方向上的不平衡响应曲线如图 10所示。 
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图 10 缸体处 Y 向幅频特性曲线 

可以看出，转子系统缸体处不平衡响应曲线在

739 rad/s(7057 r/min)和884 rad/s(8442 r/min)左右出

现峰值，这个频率值与前面模态分析计算出的转子

第一阶临界转速和二阶临界转速基本一致，误差小

于6%，证明了该方法的正确性。 

为了更好的研究转子系统各个节点处不平衡

的灵敏程度，同样采用 MATLAB 软件根据上述不

平衡响应求解方法，得到一阶、二阶临界转速下的

不平衡响应—节点曲线，如图 11 所示。 
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图 11 一阶临界转速下的不平衡响应—节点曲线 

从图 11 可以看出： 

（1）不平衡响应幅值较大处均出现在二阶临

界转速时，说明了流量脉动及侧向径向压力主要激

发了轴向柱塞泵-电机组转子系统的二阶固有频率。 

（2）转子系统在一阶临界转速下各节点的不

平衡响应幅值较为平稳，在二阶临界转速下各节点

的不平衡响应幅值差异较大，且越靠近系统两端，

不平衡响应的幅值越大，应进行合理优化。 

5 结论 

在研究轴向柱塞泵-电机组的转子动力学问题

时，文献[12]忽略了电机轴和联轴器的影响。本文

用传递矩阵法和有限元法分别求出了考虑电机轴

轴向柱塞泵-电机组转子系统的临界转速和不平衡

响应，得出了以下结论： 

（1）相对于 Prohl 传递矩阵法，Riccati 传递矩

阵法在计算高速，大型转子系统临界转速时具有更

稳定，精确度更高的优势。 

（2）电机轴及联轴器的安装降低了轴向柱塞

泵的临界转速，因此在进行高速轴向柱塞泵-电机组

设计时，应对轴向柱塞泵-电机组转子系统的动力学

特性进行重点分析，以避免其最大工作转速超过一

阶临界转速，进而产生强烈共振。 

（3）缸体上所受的流量脉动及侧向径向压力

主要激发了轴向柱塞泵-电机组转子系统的二阶固

有频率，为避免转子系统工作过程中振动过于剧

烈，在优化转子系统时应尽量提高二阶固有频率。 

（4）转子系统在一阶临界转速下不平衡响应

较为平稳，在二阶临界转速下振动最剧烈的是系统

两端，进行减振降噪时应重点关注这个部位。 

此外，由于本文在研究过程中进行了一些假

设，尤其没有考虑联轴器等安装非线性问题的影

响，结果与实际工作状态有一些差距，后续研究应

尽量符合实际工作状态。 
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